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Глава четвёртая. Основы комплекснозначной эконометрики 

 

4.1. Статистика случайной комплексной величины: стандартный 

подход 

 

Эконометрия (эконометрика) сегодня является одним из развитых и 

наиболее востребованных экономической практикой разделов экономико-

математического моделирования. Задачи описания, объяснения и прогнози-

рования многообразных тенденций социально-экономической динамики или 

взаимосвязей между факторами непрерывно возникают перед экономистом 

на всех стадиях его деятельности – от макроуровня до микроуровня. Эконо-

метрика – это раздел экономики, в котором с помощью методов обработки 

статистических данных строятся математические модели, количественно 

описывающие закономерности экономических взаимосвязей. В основе со-

временной эконометрии лежат методы математической статистики, в первую 

очередь – методы регрессионного и корреляционного анализа. 

Основной целью этих разделов математической статистики является 

выявление взаимосвязи между случайными факторами, оценка степени этой 

взаимосвязи, подбор соответствующей формы регрессионной модели, оцени-

вание значений коэффициентов модели и определение степени достоверно-

сти полученных результатов.  

Набор регрессионных моделей определяется известными элементар-

ными математическим функциями одной переменной, число которых едва 

превышает два десятка. Применительно к типам социально-экономической 

динамики два десятка моделей – это бесконечно мало, поскольку экономиче-

ская динамика многообразна и только различных типов конъюнктурообра-

зующих факторов можно насчитать несколько десятков тысяч1. Поэтому за-

дача расширения арсенала моделей, которые можно использовать в эконо-

метрии остаётся весьма актуальной.  Комплекснозначные функции, рассмот-

ренные в предыдущих главах, как раз и решают эту задачу, представляя со-

бой инструмент, который иначе, нежели модели действительных переменных 

описывает зависимости между переменными. Различные элементарные 

функции комплексных переменных за редким исключением позволяют эко-

номисту моделировать такие нелинейные взаимосвязи, которые не имеют 

аналогов в эконометрии действительных переменных, или аналоги которых в 

области действительных переменных настолько сложны, что их практическое 

использование не имеет смысла. Таким образом, с использованием элемен-

тарных моделей комплексных переменных существенно расширяется ин-

струментальная база эконометрических исследований. Свойства элементар-

ных моделей функций комплексных переменных и комплексных аргументов 

таковы, что с их помощью можно описать самые разнообразные экономиче-

                                                 
1
 Светуньков С.Г. Методы маркетинговых исследований. – СПб.: Изд-во ДНК, 2002. 
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ские процессы – интенсивные и экстенсивные, эффективные и стагнирую-

щие.  

Для того чтобы модели комплекснозначной экономики наполнить ре-

альным содержанием, следует обратиться к эконометрике. Однако, посколь-

ку в экономике модели комплексных переменных практически не использу-

ются, современная эконометрика нам в этой задаче не помощница, следует 

обратиться непосредственно к математической статистике. 

Задачи обработки статистических данных случайной комплексной ве-

личины на практике встречаются редко – чаще всего в задачах распознавания 

некоторых сигналов. Поэтому решить задачу построения эконометрических 

моделей комплексной переменной, опираясь на выводы и результаты мате-

матической статистики, оказалось не просто. 

 Тем не менее, в математической статистике имеются некоторые нара-

ботки, касающиеся именно статистики случайной комплексной величины, 

которые следует использовать в той мере, в какой они пригодны для решения 

поставленной задачи. Судя по имеющейся в распоряжении научной литера-

туре, интерес к статистической обработке наблюдений за изменением ком-

плексной переменной возник в 50-60-х годах ХХ века2. В дальнейшем были 

выяснены и некоторые другие свойства статистики случайной величины, но 

эти наработки скудны и не вооружают нас необходимым знанием для целей 

эконометрии комплексной переменной. 

Прежде всего, приведём фундаментальное понятие статистики ком-

плексной переменной – её математическое ожидание. Математическое ожи-

дание комплексной случайной величины z=x+iy называется комплексное 

число: 

( ) ( ) ( )M z M x iM y  .                                                                 (4.1.1) 

Поскольку любое комплексное число может быть представлено как па-

ра действительных чисел, то в математической статистике считают, что ком-

плексное представление случайных функций не более чем удобная для ана-

лиза математическая форма их отображения, которая всегда может быть пе-

реведена в форму вещественных функций. Именно поэтому функции диспер-

сии, корреляции и ковариации представляются в математической статистике 

как однозначные и неслучайные вещественные характеристики случайных 

процессов и функций, независимо от формы их математического представле-

ния.  

Тогда, следуя принятому в математической статистике подходу, преж-

де всего, определим дисперсию комплексной случайной величины, как веще-

ственное число. «Дисперсией комплексной случайной величины называется 
                                                 
2
 R. A. Wooding The multivariate distribution of complex normal variables. // Biometrika, 1956, vol. 43, pp. 212-

215 ; W. Feller. An Introduction to Probability Theory and its Applications, vol. II. New York: Wiley, 1966; N.R. 

Goodman. Statistical analysis based on a certain multivariate complex Gaussian distribution. // Ann. Math. Statist. , 

1963, vol. 34, pp. 152-176;  R. Arens. Complex processes for envelopes of normal noise. // IRE Trans. Inform. The-

ory, Sept. 1957, vol. IT-3, pp. 204-207; I.S. Reed. On a moment theorem for complex Gaussian processes. // IRE 

Trans. Inform. Theory, vol. IT-8 , Apr. 1962., pp. 194-195; Рухин А.Л. Комплексный нормальный закон и допу-

стимость среднего как оценки параметра сдвига. // Теория вероятностей и её применения. – 1967, том 12, 

вып.4, стр. 762-764. 
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математическое ожидание квадрата модуля соответствующей центрирован-

ной величины»3: 
2 2 2 2( ) [| |] [ ] [ ] [ ]D z M z M x y M x M y     ,                                      (4.1.2) 

где    2 2( ) [ ] [( ) ]D x M x M x x   ,                                                             (4.1.3) 
2 2( ) [ ] [( ) ]D y M y M y y   .                                                            (4.1.4) 

Это означает, что дисперсия комплексной случайной величины равна 

сумме дисперсий её действительной и мнимой частей. 

Важной характеристикой, используемой в математической статистике, 

является корреляционный момент. Поскольку по введённому выше опреде-

лению корреляционный момент – действительное число, то математическое 

ожидание произведения двух случайных комплексных чисел: 

1 1 2 2[( )( )]M x iy x iy  ,   

не может рассматриваться как корреляционный момент, поскольку произве-

дение двух комплексных переменных будет комплексным числом. 

К тому же в математической статистике действительных переменных 

корреляционный момент двух равных случайных величин  равен дисперсии, 

а из приведённой формулы это не следует. 

Поэтому было принято решение рассматривать корреляционный мо-

мент комплексной случайной величины как математическое ожидание про-

изведения одной переменной на сопряжённую величину другой переменной: 

1 1 2 2[( )( )]zz M x iy x iy    .                                                           (4.1.5) 

Выполняя перемножение и группируя слагаемые, получим: 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2[ ] [ ] ( [ ] [ ])

( )

zz

x x y y y x x y

M x x M y y i M y x M x y

i



   

    

  
.                                (4.1.6) 

В том случае, когда z1=z2=z, последнее слагаемое (4.1.6) при мнимой 

единице становится равным нулю и корреляционный момент равен диспер-

сии (4.1.2), что и необходимо было получить для полной аналогии со стати-

стикой вещественных случайных переменных. 

Далее в математической статистике вводят понятие комплексной слу-

чайной функции: 

( ) ( )z x t iy t  .                                                                             (4.1.7) 

Для неё точно также вычисляют дисперсию: 

( ) ( ) ( )z x yD t D t D t                                                                       (4.1.8) 

и корреляционную функцию: 

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( ( , ) ( , ))z x y xy xyt t t t t t i t t t t        .                          (4.1.9) 

Вот, пожалуй, и всё, что даёт математическая статистика экономисту, 

если он хочет использовать её аппарат для комплекснозначной эконометри-

ки. Как следует из приведённых материалов, в ней вводится правило, в соот-

ветствии с которым все основные показатели, характеризующие случайный 

процесс, как то: дисперсия, корреляционный момент, ковариация и т.п., яв-

ляются вещественными величинами. Это правило не является результатом 

                                                 
3
 Вентцель Е.С. Теория вероятностей: Учебник. – М.: КНОРУС, 2010. - С. 460. 
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строгого математического доказательства, а является результатом логическо-

го вывода из посылки о том, что все характеристики колеблемости случайной 

величины есть величины действительные вне зависимости от формы пред-

ставления случайных переменных – действительной или комплексной. 

 

 

 

 

 

4.2. Метод наименьших квадратов комплексных переменных: стан-

дартный подход 

 

Как видно из материалов предыдущего параграфа, математическая ста-

тистика не отвечает на вопросы, ответы на которые формируют аппарат эко-

нометрики, в нашем случае вопросы таковы: 

 - как определить наличие взаимосвязи между двумя случайными ком-

плексными переменными и,  

- выявив эту взаимосвязь, как подобрать нужную модель комплексных 

переменных и оценить на статистических данных её параметры? 

Первую задачу в области действительных переменных решает корре-

ляционный анализ, вторую – регрессионный. Математический аппарат ре-

грессионно-корреляционного анализа един и базируется на единой методоло-

гии. 

Доступных работ в математической статистике, содержащих результа-

ты комплекснозначного регрессионно-корреляционного анализа, обнаружить 

не удалось. Поэтому пришлось решать эту задачу самостоятельно4. Един-

ственной научной публикацией, имеющей некоторое отношение к рассмат-

риваемой задаче, является работа, опубликованная в 2007 году5, но, во-

первых, в тот момент, когда возникла насущная необходимость разработки 

аппарата регрессионного анализа применительно к оценке коэффициентов 

комплекснозначных моделей на статистических данных, эта статья была не-

доступна, а во-вторых, она базируется на положениях, изложенных в преды-

дущем параграфе, которые, как будет показано далее, не могут выступать в 

качестве аксиоматических положений для эконометрии комплексных пере-

менных. 

Поскольку основные расчётные коэффициенты корреляционного ана-

лиза опираются на методы регрессионного анализа, начнём рассмотрение по-

ложений эконометрии комплексных переменных с основной задачи регрес-

сионного анализа – оценки коэффициентов регрессионной модели. 

                                                 
4
 Светуньков С.Г.Метод наименьших квадратов для эконометрических моделей комплексных переменных // 

Экономическая кибернетика: системный анализ в экономике и управлении: Сборник научных трудов. Вы-

пуск №16. – СПб.: Изд-во СПбГУЭФ, 2007 – с. 86 – 91. 
5
 Tavares, G. N., Tavares, L. M. On the Statistics of the Sum of Squared Complex Gaussian Random Variables. //  

IEEE Transactions on Communications, 55(10), 2007. – pp 1857-1862. 
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Наибольшее распространение в практике современной эконометрии 

получил метод наименьших квадратов (МНК), обладающий рядом замеча-

тельных свойств и в высшей степени стандартизированный. Мы не будем 

здесь говорить об особенностях распределения случайной комплексной пе-

ременной, рассматривая лишь случай её нормального распределения. Будем 

априорно предполагать, что в данной главе рассматриваются исключительно 

стационарные случайные процессы, имеющие нормальное распределение. 

Эти и другие предположения, которые обычно выдвигают при обосновании 

методов регрессионно-корреляционного анализа, будем считать по умолча-

нию заданными, и повторять их далее по тексту не будем.  

Пусть изменяющиеся во времени значения некоторой комплексной пе-

ременной обозначены так: 

rt ity iy .                                                                                       (4.2.1) 

Причиной появления этого динамического ряда комплексных перемен-

ных является действие некоторого другой случайной переменной, которая 

выступает комплексным аргументом: 

rt itx ix .                                                                                           (4.2.2) 

Например, объём и цена приобретённого товара, объединённые в ком-

плексную переменную (4.2.1), объясняются денежными доходами потребите-

ля и накопленным доходом (имуществом), которые могут быть представлены 

в виде комплексной переменной (4.2.2). Подобных пар взаимосвязанных со-

циально-экономических показателей можно привести довольно много, и не-

которые из них будут рассмотрены в следующих главах монографии.  

Значения динамического ряда (4.2.1) необходимо аппроксимировать 

некоторой регрессионной моделью, в результате чего вычисляются расчет-

ные значения этой комплексной переменной: 

( )rt it rt it
F x ix y i y

 

   .                                                                        (4.2.3) 

Мерой приближения расчетных значений к фактическим является раз-

ность между ними: 

( ) ( )rt it rt itrt it
y iy y i y i 

 

     ,                                                          (4.2.4) 

которая может быть определена как комплексная ошибка аппроксимации. В 

зависимости от того, какие значения принимают коэффициенты модели, 

ошибка (4.2.4) также может быть различной. Понятно желание найти коэф-

фициенты эконометрической модели так, чтобы ошибка (4.2.4) была в сред-

нем минимальна. Причём это требование должно выполняться на всём мно-

жестве значений t. Но это общее желание необходимо облечь в строгую фор-

му математического критерия. Сложность вызвана тем, что если в области 

действительных чисел два числа легко могут быть сравнены друг с другом и 

можно понять, какое число больше или меньше другого, то в области ком-

плексных чисел такие действия невозможны. 

Действительно – бессмысленно искать ответ на вопрос: какое число 

больше другого z1 или z2, если они, например, принимают такие значения: 
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1 22 3,    3 2z i z i     

Сравнивать друг с другом можно только вещественные числа, то есть, 

можно сказать – у какого из этих чисел больше действительная часть или 

мнимая; можно сравнивать друг с другом модули комплексных переменных 

или их полярные углы (которые являются вещественными числами), но срав-

нивать два комплексных числа друг с другом нельзя. 

Здесь на выручку приходят предположения о том, что все меры колеб-

лемости комплексных случайных переменных являются действительными 

числами. В частности, дисперсия комплексной ошибки аппроксимации 

(4.2.4) также будет действительным числом, вычисляемым по формуле дис-

персии (4.1.2). Метод наименьших квадратов в области действительных пе-

ременных, по сути, минимизирует дисперсию ошибки аппроксимации фак-

тических значений расчётными. Применительно к комплексной ошибке ап-

проксимации минимум её дисперсии будет определяться критерием: 
2 2( ) minrt it

t

     .                                                               (4.2.5) 

Если записать ошибку аппроксимации в экспоненциальной форме, то 

получим: 

2 2

it

rt

iarctg

rt it rt iti e



      . 

Откуда легко заметить, что критерий МНК для оценки коэффициентов 

эконометрической комплекснозначной модели (4.2.5) означает требование 

минимизации модуля комплексной ошибки аппроксимации. Полярный угол 

комплексной ошибки аппроксимации, как видно из (4.2.5), не имеет никакого 

значения, то есть, при использовании критерия (4.2.5), соответствующего 

стандартной постановке задачи, теряется часть информации о характере ком-

плексной переменной, её комплексной регрессионной модели и комплексной 

ошибке аппроксимации. 

Очевидно, что сумма (4.2.5) определяется тем, какие значения прини-

мают комплексные коэффициенты эконометрической модели. Пусть для 

определённости эконометрическая модель имеет пару комплексных коэффи-

циентов, как это характерно для большинства аналитических функций, рас-

смотренных во второй главе монографии, то есть:  0 1 0 1 и a ia b ib  . Тогда сум-

ма (4.2.5) представляет собой функцию от этих параметров.  

В общем случае критерий МНК для оценки этих коэффициентов ком-

плекснозначной модели будет записан так: 
2 2

0 1 0 1( , , , ) ( Re[ ( )]) ( Im ( )]) minrt rt it it rt ita a b b y F x ix y F x ix         .        (4.2.6) 

Применительно к линейной комплекснозначной модели: 

0 1 0 1( ) ( )( )rt it rt ity iy a ia b ib x ix                                                         (4.2.7) 

этот критерий примет вид: 
2 2

0 1 0 1 0 0 1 1 1 0( , , , ) ( [ ]) ( [ ]) minrt rt it it rt ita a b b y a b x b x y a b x b x           .      (4.2.8) 

Для  нахождения минимума такой функции вещественных переменных, 

необходимо вычислить первые частные производные функции по перемен-

ным, приравнять их нулю и решить полученную систему уравнений. Если 
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есть сомнения в том, что экстремум – действительно минимум функции, то 

необходимо построить матрицу Гессе и убедиться в том, что она положи-

тельно определена. Опуская трудоёмкие и громоздкие выкладки этой про-

стой задачи, сразу же приведём систему нормальных уравнений для оцени-

вания коэффициентов линейной комплекснозначной модели, если число 

наблюдений равно T: 

0 0 1

1 1 0

2 2

0 0 1

2 2

0 1 1

,

,

( ) ,

( ) .

rt it

rt it

rt rt it

it rt it

rt rt it it rt it

it rt rt it it rt

y a T b x b x

y a T b x b x

y x y x a x b x x a x

y x y x a x b x x a x

   


  


    


     

  

  

     

     

                       (4.2.9) 

Получена довольно громоздкая система четырёх уравнений с четырьмя 

неизвестными. Поскольку современная вычислительная техника позволяет 

работать с комплексными переменными, например, в том же MS Excel есть 

раздел «инженерные расчёты», в котором можно выполнять основные дей-

ствия с комплексными переменными, хотелось бы и систему нормальных 

уравнений (4.2.9) привести к системе комплексных уравнений. Тогда вычис-

ления для практических целей были бы значительно проще. И это можно 

сделать. 

Легко увидеть, что система (4.2.9) равносильна такой системе двух 

комплексных уравнений с двумя комплексными коэффициентами: 

0 1 0 1

0 1 0 1

( ) ( ) ( ),

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ).

rt it rt it

rt it rt it rt it rt it rt it

y iy a ia T b ib x ix

y iy x ix a ia x ix b ib x ix x ix

      


        

 

  
      (4.2.10) 

Это – система двух линейных комплекснозначных уравнения с двумя 

комплексными коэффициентами, которая имеет простое и не трудоёмкое ре-

шение. Но и его можно упростить, ведь для случая, когда все исходные пере-

менные центрированы относительно их средних арифметических, свободный 

комплексный коэффициент равен нулю. В этом случае из (4.2.10) сразу же 

следует вывод формулы для нахождения комплексного коэффициента про-

порциональности: 

0 1

( )( )

( )( )

rt it rt it

rt it rt it

y iy x ix
b ib

x ix x ix

 
 

 




.                                                          (4.2.11) 

Покажем применимость такого стандартного МНК на условном приме-

ре, исходные данные которого приведены в табл. 4.1. 
Табл. 4.1 

Данные условного примера 

t xrt xit yrt yit 

1 1,0 2 4,250 -5,100 

2 1,2 3 4,832 -3,854 

3 1,3 7 6,243 1,354 

4 1,3 1 4,323 -6,506 

5 1,2 2 4,512 -5,164 

6 1,5 -2 3,625 -10,500 
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7 1,4 3 5,094 -3,918 

8 1,6 1 4,716 -6,602 

9 1,4 8 6,694 2,632 

10 1,7 -3 3,567 -11,874 

11 1,5 -3 3,305 -11,810 

12 1,8 2 5,298 -5,356 

Среднее 1,40 1,75 4,705 -5,558 

 

Осуществив центрирование этих переменных относительно их средних 

арифметических, получим числитель (4.2.11): 

171,373-i41,862 и его знаменатель:  

130,819.  

Подставляя эти значения в формулу для нахождения комплексного ко-

эффициента, получим: 

0 1

171,373 41,862
1,31 0,32

130,819

i
b ib i


     

Теперь легко вычислить и значения свободного комплексного члена 

линейной регрессионной зависимости, поскольку для оценок МНК линейных 

зависимостей всегда выполняется равенство относительно средних арифме-

тических: 

0 1 0 1( ) ( )( )r i r iy iy a ia b ib x ix      . 

Комплексный свободный коэффициент для этой модели, построенной 

по данным табл. 4.1, имеет вид: 

0 1 0 1( )( )

4,705 5,558 (1,31 0,32)(1,4 1,75) 2,3 7,4

r i r ia ia y iy b ib x ix

i i i i

      

     
 

Линейная комплекснозначная модель имеет вид: 
(2,3 7,4) (1,31 0,32)( )rt it rt ity iy i i x ix       

Полученные оценки стандартного МНК будут давать на рассмотренном 

множестве исходных данных такие значения ошибок аппроксимации, дис-

персия которых будет минимальной из всех возможных. Ещё раз напомним, 

что дисперсия в рассматриваемом случае – вещественное число. 

 

 

 

 

 

4.3. Корреляционный анализ комплексных переменных: противоречия 

стандартного подхода 

 

Говоря о расширении эконометрии за счёт включения в её багаж функ-

ций комплексных переменных, мы должны дополнить его и всеми иными ат-

рибутами эконометрии -  не только регрессионного, но и корреляционного 

анализа. 

Следует напомнить, что в математической статистике под корреляци-

онным анализом понимается совокупность подходов, методов и методик, 
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нацеленная на выявление степени и характеристики взаимосвязи между дву-

мя случайными факторами. Если эта совокупность предназначена для изуче-

ния множественной взаимосвязи, то говорят о множественной корреляции. 

Рассмотрим возможность трансформации и адаптации основных поло-

жений корреляционного анализа применительно к эконометрии комплексных 

переменных. Как показал анализ литературы по применению теории функ-

ции комплексных переменных в различных областях науки, эту проблему 

учёные в полном объёме не ставили и не решали. 

Дело в том, что для решения задач гидродинамики или газовой дина-

мики, теории кумулятивного заряда, теории упругости, при расчёте электри-

ческих контуров и других прикладных расчётов, где успешно применяется 

теория функций комплексных переменных, действительная и мнимая части 

комплексных переменных имеют чёткие смысловые интерпретации, а ис-

пользуемые модели являются детерминированными. Например, если в элек-

тротехнике изучаются переменные токи, то активное сопротивление R отно-

сят к действительной части, а реактивное сопротивление, например, катушки 

L, относят к мнимой части полного сопротивления. Тогда модель полного 

сопротивления Z для этих двух элементов, соединённых последовательно, 

будет иметь вид: 
Z R iL  .                                                                                  

Величины активного и реактивного сопротивления легко измеряются 

соответствующими приборами, разве что может возникнуть некоторая по-

грешность измерений. И нет необходимости выявлять степень корреляцион-

ной зависимости между комплексным сопротивлением и потребляемой ком-

плексной мощностью, поскольку эта зависимость однозначно определяется 

объективно существующим законом Кирхгофа. И если комплексные сопро-

тивления подсоединены к сложной сети, то характеристики сети считаются в 

зависимости от того, как в ней соединены элементы – последовательно или 

параллельно. Модель самого сложного электрического контура является де-

терминированной, поскольку в ней определены все элементы и характери-

стики - сопротивления, токи, напряжения, мощности и т.д. Только при пере-

ходе к большим системам, когда на них воздействует множество случайных 

факторов, расчётные характеристики, вытекающие из свойств математиче-

ской модели электрического контура, наблюдаются с некоторой погрешно-

стью. Но задачей корреляционного анализа в этих случаях является опреде-

ление наличия взаимосвязи между погрешностями расчётных характеристик 

электрических цепей и случайными внешними факторами. В этом случае ни 

о каких корреляциях между комплексными переменными, активным и реак-

тивным током, например, речь не идёт и не может идти. 

Другое дело экономика, где детерминированных функциональных вза-

имосвязей практически нет; где даже выявленные взаимосвязи с течением 

времени меняют свою силу и характеристики, а иногда даже – направление 

взаимосвязи; законы, которые выявлены в экономике, не облечены в количе-

ственную форму; модели, описывающие их, не являются универсальными и 
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не учитывают реальное множество существующих в экономике факторов. 

Выявление таких взаимосвязей в какой-то определённый промежуток време-

ни, чаще всего не означает выявление некоторого закона – через некоторое 

время выявленная закономерность изменит свою силу и вместо, например, 

чётко выявляемой линейной зависимости приходится теперь сталкиваться с 

нелинейной. Это служит причиной того, что возникает объективная необхо-

димость периодического пересмотра проведённого ранее исследования взаи-

мосвязи между одними и теми же экономическими показателями. В этой си-

туации регрессионно-корреляционный анализ выступает чуть ли не един-

ственным инструментом исследования реальных экономических объектов и 

взаимосвязей между ними, поскольку в изменчивой экономике нет и не мо-

жет быть «застывших» взаимосвязей. Результаты регрессионно-

корреляционного анализа периодически пересматриваются, поскольку одна-

жды выявленные взаимосвязи могут измениться и меняются. 

Поэтому, расширяя инструментальную базу эконометрии посредством 

включения в неё моделей комплексных переменных, и рассмотрев соответ-

ствующий математический аппарат для оценки параметров эконометриче-

ских моделей комплексных переменных (МНК), мы вынуждены озаботиться 

и задачей выявления взаимосвязи между случайными комплексными пере-

менными.  Опираясь на принципы и подходы корреляционного анализа, 

необходимо вывести такие коэффициенты применительно к комплексным 

переменным, которые бы характеризовали взаимосвязь между комплексными 

факторами. 

Следует сразу же оговориться, что современный корреляционный ана-

лиз не решает эту задачу в полном объёме даже применительно к случайным 

действительным переменным. Наиболее распространённым в этом разделе 

математической статистики является коэффициент парной корреляции, кото-

рый свидетельствует о том, насколько взаимосвязь между двумя случайными 

величинами приближается к линейной, если, конечно, эта взаимосвязь суще-

ствует. Исследователь должен выдвинуть и обосновать гипотезу о наличии 

линейной взаимосвязи между факторами, а затем с помощью коэффициента 

парной корреляции подтвердить или опровергнуть эту гипотезу. Поэтому и 

предлагаемые коэффициенты корреляции между комплексными переменны-

ми могут служить лишь в качестве дополнительного аргумента, подтвержда-

ющего (или опровергающего) наличие линейной взаимосвязи между ком-

плексными переменными. 

Методов и методик применения корреляционного анализа к комплекс-

ным переменным найти не удалось, хотя общие подходы в этом направлении 

имеются, и часть из них была изложена в первом параграфе данной главы. 

Там было показано, что в современной математической статистике дисперсия 

комплексной случайной величины равна сумме дисперсий её действительной 

и мнимой частей, то есть – является вещественным числом как мера колеб-

лемости. Корреляционным моментом двух комплексных случайных величин 

(ковариацией) называют математическое ожидание произведения отклонения 
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одной из величин от её математического ожидания на сопряжённое отклоне-

ние другой. 

Корреляционный момент, на вычисления которого мы должны будем 

опираться, был в первом параграфе записан в таком виде (4.1.5): 

1 1 2 2[( )( )]zz M x iy x iy    . 

Или: 

1 2 1 2 1 2 1 2
( )zz x x y y y x x yi        .                                                         (4.3.1) 

Для дискретного случая, с которым и приходится иметь дело в эконо-

метрике: 

1
( )( ) ( )( ) ( ( )( ) ( )( )zz rt r it i rt r it i rt r it i rt r it i

t t t t

y y y y x x x x i x x y y y y x x
n


 

            
 
    .(4.3.2) 

Известно, что коэффициент парной корреляции для действительных 

переменных можно найти с помощью корреляционного момента следующим 

образом: 

XY
XY

X Y

r


 


.                                                                                         (4.3.3) 

Можно воспользоваться этой формулой и для случая комплексных слу-

чайных величин, для чего в числитель формулы следует подставить корреля-

ционный момент двух случайных величин (4.3.2).  

Для вычисления коэффициента парной корреляции (4.3.3) необходимо 

определить его знаменатель. Поскольку стандартный подход в математиче-

ской статистике предполагает, что дисперсия комплексной случайной вели-

чины равна сумме дисперсий её действительной и мнимой частей, получим: 
2 2

2 1
( ( ) ( ) )X rt r it i

t t

x x x x
n

     
,                                                          (4.3.4) 

2 2
2 1

( ( ) ( ) )Y rt r it i

t t

y y y y
n

     
.                                                         (4.3.5) 

Подставляя эти значения в знаменатель (4.3.3), понимая, что среднее 

квадратичное отклонение представляет собой квадратный корень из диспер-

сии, получим формулу для расчёта выборочного значения коэффициента 

корреляции двух комплексных случайных величин: 

2 2 2 2

( )( ) ( )( ) ( ( )( ) ( )( )

[ ( ) ( ) ][ ( ) ( ) ]

rt r it i rt r it i rt r it i rt r it i

t t t t
XY

rt r it i rt r it i

t t t t

y y y y x x x x i x x y y y y x x

r

x x x x y y y y

          



     

   

   
. (4.3.6) 

Как видно, полученный коэффициент является комплексным числом, 

поскольку его мнимая составляющая будет равна нулю только для опреде-

лённых случаев довольно узкого круга явлений, а не для всех возможных.  

Так как все переменные, используемые в вычислении коэффициента 

парной корреляции (4.3.6) представляют собой центрированные относитель-

но средних арифметических значения, будем использовать упрощённую 

форму записи, понимая, что все переменные предварительно центрированы. 

Тогда формула (4.3.6) может быть представлена в таком виде: 
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2 22 2

( ) ( ( ))

( ) ( )

rt it rt it rt it rt it

t t
XY

rt it rt it

t t

y y x x i x y y x

r

x x y y

  



 

 

 
.                                   (4.3.7) 

Не будем в данном месте изучать свойства выведенного коэффициента 

парной корреляции, а обратим внимание на суть полученного коэффициента 

– он является комплексным! Степень приближения зависимости между двумя 

случайными комплексными переменными к линейной оказывается ком-

плексным числом, хотя стандартный подход математической статистики к 

случайным комплексным переменным аксиоматически предполагает, что все 

меры для комплексных случайных переменных являются вещественными. 

Это – первый парадокс стандартного подхода к эконометрии комплексных 

случайных переменных. 

Известно, что сам коэффициент парной корреляции между двумя слу-

чайными действительными переменными был выведен другим способом6, а 

потом учёные выяснили, что он может быть представлен через корреляцион-

ный момент и дисперсии. Изначально коэффициент парной корреляции 

определялся через коэффициенты регрессии. Рассмотрим вывод этого коэф-

фициента через коэффициенты регрессии применительно к случайным дей-

ствительным переменным. Коэффициенты регрессии действительной пере-

менной Yt  на Хt и Хt на Yt находятся с помощью МНК, который для модели 

0 1t tY a a X                                                                                     (4.3.8) 

предлагает решить систему нормальных уравнений: 

0 1

2

0 1

t t

t t

t t t t

t t t

Y na a X

Y X a X a X

  



 


 

  
,                                                           (4.3.9) 

а для модели  

0 1t tX b bY                                                                                   (4.3.10) 

предлагает решить другую систему нормальных уравнений: 

0 1

2

0 1

t t

t t

t t t t

t t t

X nb b Y

Y X a Y a Y

  



 


 

  
.                                                            (4.3.11) 

Для того чтобы найти коэффициенты регрессии a1 и b1, центрируют ис-

ходные переменные относительно их средних арифметических: 
;   t tX X Y Y  . 

С учётом того, что сумма отклонений любой переменной от её средней 

арифметической равна нулю, равенство для первых уравнений систем нор-

мальных уравнений будут выполняться только в том случае, когда их сво-

бодные члены (a0 и b0 соответственно) равны нулю. Тогда первая система 

нормальных уравнений для центрированных переменных превратится в одно 

уравнение: 

                                                 
6
 Слуцкий Е.Е. Экономические и статистические произведения: Избранное. – М.: Эксмо, 2010 – с. 642-792. 
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2

1( )( ) ( )t t t

t t

Y Y X X a X X    
,  

точно также как и второе: 
2

1( )( ) ( )t t t

t t

Y Y X X b Y Y    
. 

Откуда легко вычисляются значения коэффициентов регрессии a1 и b1 

через центрированные переменные. Среднее геометрическое коэффициентов 

регрессий a1 и b1: 

1 1r a b                                                                                    (4.3.12) 

и будет представлять собой коэффициент парной корреляции: 

2 2

( )( )

( ) ( )

t t

t

t t

t t

Y Y X X

r
X X Y Y

 


 



 
.                                                        (4.3.13) 

Понятно, что значение коэффициента, по модулю равное единице, до-

стигается только в том случае, когда a1=1/b1, то есть когда между перемен-

ными существует функциональная линейная зависимость.  

Выведем теперь формулу для коэффициента парной корреляции между 

двумя случайными комплексными переменными как среднее геометрическое 

двух комплексных коэффициентов регрессии. В формулы для вывода этого 

коэффициента будем подставлять значения комплексных коэффициентов ре-

грессии, которые были получены ранее при минимизации дисперсии, если 

рассматривать её как вещественную характеристику процесса (4.1.2). Такой 

подход позволил в параграфе 4.2 получить систему уравнений, решая кото-

рые можно вычислить комплексные коэффициенты, минимизирующие зна-

чения этой дисперсии. Поскольку мы используем центрированные перемен-

ные, избавившись тем самым от свободного члена, то можно напрямую вос-

пользоваться уже полученной для этого формулой (4.2.11). 

Комплексный коэффициент регрессии линейной зависимости ком-

плексной случайной переменной Y от другой комплексной случайной пере-

менной  X будет с помощью стандартного МНК вычисляться так: 

2 2

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

rt it rt it rt it rt it

rt it rt it rt it

y iy x ix y iy x ix
a

x ix x ix x x

   
 

  

 
 

.                             (4.3.18) 

Если рассматривать обратную зависимость, то есть, зависимость ком-

плексной случайной переменной X от другой комплексной случайной пере-

менной  Y, то комплексный коэффициент такой регрессии будет найден с по-

мощью стандартного МНК аналогично: 

 
2 2

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

rt it rt it rt it rt it

rt it rt it rt it

x ix y iy x ix y iy
b

y iy y iy y y

   
 

  

 
 

.                        (4.3.19) 

Подставим теперь в формулы (4.3.18) и (4.3.19) в формулу (4.3.12) для 

вычисления комплексного коэффициента парной корреляции. Получим: 

2 22 2

( )( ) ( )( )

( ) ( )

rt it rt it rt it rt it

rt it rt it

t t

x ix y iy y iy x ix
r

x x y y

   
 

 

 
 

.                             (4.3.20) 
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Первый сомножитель числителя может быть приведён к такому виду: 

( )( ) ( )( )rt it rt it it rt rt itx ix y iy i x ix y iy      .                                   (4.3.21) 

Второй сомножитель числителя коэффициента (4.3.20) также может 

быть преобразован следующим образом: 

( )( ) ( )( )rt it rt it rt it it rtx ix y iy i x ix y iy      .                                  (4.3.22) 

Теперь можно убедиться в том, что эти два сомножителя подкоренного 

выражения числителя (4.3.20) равны друг другу, поэтому этот числитель  

следует записать так: 

( )( )rt it it rti x ix y iy  .                                                                 (4.3.23) 

С учётом этого формула для вычисления коэффициента парной корре-

ляции двух случайных комплексных переменных (4.3.20) может быть запи-

сана следующим образом: 

2 2 2 2

( )( )

( ) ( )

rt it it rt

rt it rt it

i x ix y iy
r

y y x x

 


 



 
.                                                        (4.3.24) 

Мнимая единица в числителе не очень удобна для понимания свойств 

этого коэффициента, но, раскрывая скобки в выражении, находящемся в чис-

лителе под знаком суммы и умножая полученное выражение на мнимую еди-

ницу, группируя действительную и мнимую части, получим такую формулу 

для числителя: 

( )( ) ( ) ( )rt it it rt rt rt it it rt it it rti x ix y iy x y x y i x y x y        .               (4.3.24)         

Подставляя её в формулу, получим для коэффициента парной корреля-

ции: 

2 2 2 2

( ) ( )

( ) ( )

rt rt it it it rt rt it

rt it rt it

x y x y i x y x y
r

y y x x

  


 

 

 
.                                          (4.3.26) 

Поскольку этот коэффициент выводился, исходя из посылок стандарт-

ного подхода, то следует ожидать его полную идентичность с тем коэффици-

ентом, который был выведен ранее через корреляционный момент двух ком-

плексных случайных переменных (4.3.8). Приведём здесь эту формулу для 

того, чтобы облегчить сравнение двух вариантов одной и той же формулы: 

22 2 2

( ) ( ( ))

( ) ( )

it rt it rt rt it rt it

t t

rt it rt it

t t

y y x x i x y y x

r

y y x x

  



 

 

 
.                                            (4.3.27) 

Знаменатели двух коэффициентов (4.3.26) и (4.3.27) совпадают друг с 

другом. Мнимые части числителей отличаются друг от друга на минус еди-

ницу. А вот их действительные части отличаются друг от друга принципи-

ально – в формуле (4.3.26) суммируется произведение действительных частей 

двух переменных друг на друга и мнимых частей переменных. А в формуле 

(4.3.27) – суммируется произведение действительной и мнимой частей одной 

комплексной переменной и с произведением действительной и мнимой ча-

стей другой комплексной переменной. 

Получается, что стандартный подход, который предполагает, что все 

статистические меры колеблемости комплексных переменных должны быть 
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вещественными, приводит ко второму парадоксу – формулы коэффициента 

парной корреляции двух случайных переменных не совпадают друг с другом, 

хотя в области действительных переменных это так. 

Известен общенаучный принцип – если встречаются в теории парадок-

сы, следует особое внимание обратить на непротиворечивость аксиоматики 

теории, что и необходимо сделать в нашем случае. 

 

 

 

 

4.4. Непротиворечивая аксиоматика теории математической стати-

стики случайных комплексных переменных 

 

Из материалов предыдущего параграфа со всей очевидностью следует, 

что правило, которое введено в математической статистике относительно 

комплексных переменных, не выполняется в полном объёме. Как показано в 

первом параграфе этой главы - в математической статистике считают, что 

комплексное представление случайных функций не более чем удобная для 

анализа математическая форма, которая всегда может быть переведена в 

форму вещественных функций. Именно поэтому, рассматривая случайные 

комплексные переменные, предлагается показатели их вариации считать ве-

щественными. И именно поэтому функции дисперсии, корреляции и ковари-

ации представляют собой однозначные и неслучайные вещественные харак-

теристики комплексных случайных процессов и функций.  

В области действительных чисел нет операции извлечения квадратного 

корня из отрицательного числа - именно эта операция и породила ТФКП как 

раздел математики. Так зачем же при операциях с комплексными перемен-

ными «оглядываться» на правила, принятые в области действительных пере-

менных? Почему нельзя рассматривать комплексную дисперсию, комплекс-

ный корреляционный момент и т.п.? Только потому, что та же дисперсия вы-

ступает некой мерой колеблемости, а смысл меры в полной мере проявляет-

ся, когда она представлена как вещественное число? Но для сложного ряда, 

которым является ряд комплексной переменной, адекватной мерой его ко-

леблемости является не простая, а сложная мера, в данном случае – ком-

плексная, которую всегда можно рассматривать как удобную форму пред-

ставления двух действительных мер колеблемости. Действительная часть 

комплексной дисперсии характеризует одну сторону колеблемости ком-

плексной случайной переменной, а мнимая – другую сторону. 

При такой постановке задачи меняется аксиоматическое ядро теории 

математической статистики комплексных случайных переменных – все меры 

колеблемости этих переменных могут быть комплексными, отражая сложный 

характер моделируемых процессов. 

Исходя из такого аксиоматического построения теории корреляцион-

ный момент рассматривается не так, как это принято в стандартной поста-
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новке математической статистики, проводящем к противоречивым результа-

там, а так, как это следует из сути корреляционного момента: 

1 1 2 2[( )( )]zz M x iy x iy    .                                                                    (4.4.2) 

Очевидно, что новая аксиоматика теории будет формировать другие 

результаты, отличные от стандартной постановки. При этом следует прове-

рить и непротиворечивость выводов и рекомендаций новой теории. 

Прежде всего, переопределим основное понятие, которое будем ис-

пользовать в дальнейшем, а именно – понятие дисперсии. Определим дис-

персию комплексной случайной величины, как комплексное число. Для того, 

чтобы отличать вводимое понятие от общепринятого, будем добавлять слово 

«комплексный» в этом и во всех остальных случаях. Итак, комплексной дис-

персией комплексной случайной величины называется математическое ожи-

дание квадрата соответствующей центрированной величины: 
2 2 2 2 2( ) [ ] [ 2 ] [ ] [ ] 2 [ ]D z M z M x y i xy M x M y iM xy       ,                   (4.4.3) 

где    2 2( ) [ ] [( ) ]D x M x M x x   ,                                                               (4.4.4) 
2 2( ) [ ] [( ) ]D y M y M y y   .                                                              (4.4.5) 

Это означает, что комплексная дисперсия может быть и действитель-

ной отрицательной величиной, а может быть и исключительно мнимой вели-

чиной. Поскольку в геометрии Минковского расстояния могут быть отрица-

тельными или даже мнимыми, то в полученном результате нет ничего 

сверхъестественного – для комплексных переменных, если их рассматривать 

в полном объёме, так и должно быть. 

Очевидно, что и комплексный корреляционный момент (4.4.2) примет 

другой вид: 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2[ ] [ ] ( [ ] [ ])

( )

zz

x x y y y x x y

M x x M y y i M y x M x y

i



   

    

  
.                                 (4.4.6) 

Опять же видно, что комплексный корреляционный момент может 

быть и отрицательным, и мнимым, и комплексным. 

Не будем давать здесь интерпретацию значениям дисперсии и корреля-

ционного момента. Нас интересуют вопросы прикладного характера: как с 

помощью этих основоположных понятий решить задачу оценивания коэф-

фициентов эконометрических комплекснозначных моделей, и какой вид 

должен иметь комплексный коэффициент парной корреляции? Не встретится 

ли при этих построениях некоторых противоречий, которые опровергнут но-

вую аксиоматику теории? 

Найдём ответы на эти вопросы. 
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4.5. Метод наименьших квадратов с позиций новой аксиоматики тео-

рии 

 

В регрессионном анализе задача оценивания коэффициентов регресси-

онных моделей рассматривается применительно к простым линейным одно-

факторным моделям, после чего, усложняют задачу, переходят к нелинейным 

функциям. Поэтому и в случае эконометрии комплексных переменных 

начнём решение задачи для простой линейной модели комплексных пере-

менных. Эта модель, чьи параметры необходимо оценить с помощью МНК, 

имеет вид: 

0 1 0 1
ˆ ˆ ( ) ( )( )rt it rt ity iy a ia b ib x ix      .                                                      (4.5.1) 

Комплексная дисперсия ошибок аппроксимации фактических значений 

случайной комплексной переменной этой моделью будет иметь такой вид: 

 

 

2

0 1 0 1

2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )( )

( 2 2 2 ))

rt it rt it

t

t t t t t t t t

t t

f z y iy a ia b ib x ix

Y A BX Y A B X AY BY X ABX

       

       



 
.              (4.5.2) 

Рассмотрим каждое из слагаемых правой части последнего равенства 

по отдельности с учётом свойств комплексных чисел. 
2 2 2 2( ) 2t rt it rt it rt it

t t t t t

Y y iy y y i y y        
,                                     (4.5.3) 

2 2 2 2

0 1 0 1 0 1( ) 2
t t t t t

A a ia a a i a a        
,                                        (4.5.4) 

2 2 2 2 2 2 2 2

0 1 1 0 1

2 2 2 2 2 2 2 2

0 1 0 1 0 1

2 2 2 2

0 1 0 1 0 1

( ) ( ) ( 2 )( 2 )

4

2 ,

t rt it o rt it rt it

t t t

rt rt it it rt it

t t t t t

rt it rt it rt it

t t t t

B X b ib x ix b b i b b x x i x x

b x b x b x b x b b x x

i b b x b b x b x x b x x

        

    

 
   

 

  

    

   

   (4.5.5) 

0 1

0 1 1 0

2 2 ( )( )

2 2 2 2

t rt it

t t

rt it rt it

t t t t

AY a ia y iy

a y a y i a y a y

     

 
     

 

 

   
,                                     (4.5.6) 

0 1

0 1 0 1

0 1 0 1

2 2 ( )( )( )

2 2 2 2

2 2 2 2

t t rt it rt it

t t
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t t t t
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,                          (4.5.7) 

0 1 0 1

0 0 1 1 1 0 0 1

1 0 0 1 0 0 1 1

2 2 ( )( )( )

2 2 2 2

2 2 2 2

t rt it

t t
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.                                (4.5.8) 
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Подставляя в комплексную дисперсию (4.5.2) различные значения ко-

эффициентов комплекснозначной модели, будут получены разные значения 

комплексных дисперсий. Поскольку комплексные числа сравнивать друг с 

другом нельзя, то нельзя и предложить выбрать такую комбинацию коэффи-

циентов, при которой, например, комплексная дисперсия минимальна. Поня-

тия минимума комплекснозначной функции не существует, а значит, не су-

ществует и понятия минимума комплексной дисперсии. 

Можно найти минимум действительной части комплексной дисперсии. 

Можно найти минимум мнимой части комплексной дисперсии. А вот найти 

минимум комплексной дисперсии нельзя. Таким образом, перед нами стоит 

задача выбора одного из двух критериев, и задачу в целом на первый взгляд 

решить невозможно. Но на самом деле ситуация значительно проще, по-

скольку мы имеем дело с комплекснозначной функцией зависимости ком-

плексной дисперсии от значений комплексных коэффициентов. 

Не забегая вперёд, посмотрим вначале, к чему приведёт применение 

первого критерия – минимума действительной части комплексной диспер-

сии. Для этого надо вычислить первую производную действительной части 

комплексной дисперсии (4.5.2) и приравнять её нулю. 

Вычислим первые производные этой части по каждому из коэффициен-

тов a0, a1, b0, b1. Воспользовавшись формулами Римана-Коши, легко вычис-

лить частные производные  по a0, затем по a1,  b0 и b1: 

0 0 1
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2( )rt rt it

t t t

f z
a n y b x b x
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2 2

1 1 0 0 1

1

Re( ( ))
2( 2 )rt it rt it rt it it rt it rt

t t t t t t t

f z
b x b x b x x x y x y a x a x
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Здесь n – количество наблюдений, t=1,2,3,…,n. Приравнивая нулю каж-

дую из частных производных, и группируя, получим систему уравнений: 

0 0 1

1 1 0

2 2

0 1 0 1

2 2

0 1 1 0

( ) 2

( ) 2

rt rt it

t t t

it rt it

t t t

rt rt it it rt it rt it rt it

t t t t t t

rt it it rt it rt rt it rt it

t t t t t t

y na b x b x

y na b x b x

x y x y a x a x b x x b x x

x y x y a x a x b x x b x x

   

   



     

      


  

  

     

     
.           (4.5.9) 

Эту систему легко решить, поскольку перед нами четыре уравнения с 

четырьмя неизвестными.  

Теперь зададимся другим критерием – будем минимизировать мнимую 

часть комплексной дисперсии, как комплекснозначной функции от ком-

плексных коэффициентов. Получим четыре уравнения, соответствующие че-

тырём частным производным: 
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Приравнивая эти частные производные нулю и группируя, получим: 

1 1 0

0 0 1

2 2

0 1 1 0

2 2

0 1 0 1

( ) 2

( ) 2

it rt it

t t t

rt rt it

t t t

rt it it rt it rt rt it rt it

t t t t t t

rt rt it it rt it rt it rt it

t t t t t t

y na b x b x

y na b x b x

x y x y a x a x b x x b x x

x y x y a x a x b x x b x x

   

   



     

      


  

  

     

     
.         (4.5.10) 

Легко убедиться в том, что перед нами та же самая система, что и 

(4.5.9), только последовательность уравнений изменилась в соответствии с 

порядком вычисления первых производных по мнимой части комплексно-

значной функции дисперсии (4.5.2). 

Оказывается, что любой из критериев (минимума комплекснозначной 

функции по её действительной или мнимой частей) даёт нам одинаковый ре-

зультат. Впрочем, как раз именно этот вывод и следует из правила Римана-

Коши (в некоторых работах по ТФКП они называются правилами Даламбера-

Эйлера).  

Поскольку и в первом, и во втором случаях мы использовали критерий 

минимизации суммы квадратов отклонений, то полученный результат можно 

назвать комплексным методом наименьших квадратов. Минимум комплекс-

ной дисперсии (4.5.2) по комплексным коэффициентам комплекснозначной 

модели (4.5.1) соответствует критерию МНК: 

0 1

0 1

( )
0

( )
( ) min

( )
0

( )

f z

a ia
f z

f z

b ib


 

  
 

 

. 

По аналогии с (4.2.10) приведём полученную систему уравнений к ви-

ду, удобному для практического применения в тех программных продуктах, в 

которых возможны непосредственные действия с комплексными перемен-

ными. Легко увидеть, что система (4.2.9) равносильна такой системе двух 

комплексных уравнений с двумя комплексными коэффициентами: 

0 1 0 1

0 1 0 1

( ) ( ) ( ) ( ),

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ).

rt it rt it

rt it rt it rt it rt it rt it

y iy a ia n b ib x ix

y iy x ix a ia x ix b ib x ix x ix
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Если теперь сравнить полученную систему с аналогичного вида систе-

мой, полученной в параграфе 4.2, то легко убедиться в их различии – во вто-

ром уравнении полученной системы нет умножения на сопряжённую пере-

менную, как это получается в стандартном подходе: 

0 1 0 1

0 1 0 1

( ) ( ) ( ) ( ),

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ).

rt it rt it

rt it rt it rt it rt it rt it

y iy a ia n b ib x ix

y iy x ix a ia x ix b ib x ix x ix

      


        

 

  
    

 

Поскольку использование комплексных переменных даёт исследовате-

лю более многообразные варианты моделирования, чем модели действитель-

ных переменных, только моделью (4.5.1) семейство линейных комплексно-

значных моделей не ограничивается. Возможны варианты, когда вместо ком-

плексного коэффициента используется только действительный коэффициент 

или только мнимый коэффициент, а возможно, что вместо комплексного ар-

гумента используется действительный аргумент или наоборот – модель ком-

плексного аргумента описывает поведение действительной переменной. Эти 

многообразия были описаны во второй и третьей главах монографии. 

Покажем, как с помощью данного подхода реализовать комплексный 

МНК для модели комплексного аргумента: 

0 1 0 1( ) ( )( )t rt ity a ia b ib x ix     .                                                       (4.5.11) 

Комплекснозначная функция, минимум которой соответствует оценкам 

МНК коэффициентов линейной модели комплексного аргумента, запишется 

так: 

 

 

2

0 1 0 1

2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )( )

( 2 2 2 ))

t rt it

t

t t t t t t t t

t t

f z y a ia b ib x ix

y A BX y A B X Ay By X ABX

      

       



 
.          

Рассмотрим каждое из слагаемых правой части последнего равенства 

по отдельности за исключением квадрата действительной переменной 
2

ty , по-

скольку это слагаемое уже приведено к виду, удобному для вычисления про-

изводных: 
2 2 2 2

0 1 0 1 0 1( ) 2
t t t t t

A a ia a a i a a        
,                                    (4.5.12) 
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         (4.5.13) 

0 12 2 2 )t t t

t t t

Ay a y ia y     
,                                                             (4.5.14) 
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,                                (4.5.15) 
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.                                      (4.5.16) 

Вычислим с помощью полученных составляющих первые частные 

производные действительной части комплекснозначной функции (4.5.11) по 

каждому из коэффициентов a0, a1, b0, b1. Получим четыре уравнения, соот-

ветствующие четырём частным производным и четырём переменным рас-

сматриваемой задачи: 
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Приравнивая нулю каждую из производных и группируя, получим: 

 

0 0 1

1 1 0

2 2
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t t t
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.                (4.5.17) 

Аналогичные равенства можно получить, находя частные производные 

мнимой части комплекснозначной функции (4.5.16), и приравнивая их нулю 

и другими вариантами, которые вытекают из условия Даламбера-Эйлера. 

Если теперь сравнить систему (4.5.17) с системой (4.5.9), то можно 

убедиться в том, что система (4.5.17) легко получается из (4.5.9), если в по-

следнюю подставить: 
0ity  .  

В целом ряде случаев вместо линейной модели (4.5.10) может исполь-

зоваться её более простой аналог - линейная модель комплексного аргумента 

без свободного члена: 

0 1( )( )t rt ity b ib x ix   .                                                                          (4.5.18) 
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Комплекснозначная функция МНК применительно к этому случаю бу-

дет иметь вид: 

 
2 2 2 2

0 1( ) ( )( ) ( 2 )t rt it t t t t

t t

f z y b ib x ix y By X B X       
.                    (4.5.19) 

Воспользовавшись (4.5.13) и (4.5.15), найдём частные производные 

действительной части этой функции по каждому из коэффициентов: 
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, 
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. 

Откуда система МНК будет записана в таком виде: 
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.                                              (4.5.21) 

Сравнивая эту систему нормальных уравнений с системой (4.5.9), мож-

но убедиться в том, что (4.5.21) можно получить и не прибегая к вычислению 

производных, а просто приравнивая нулю отсутствующие в (4.5.18) состав-

ляющие. 

Покажем теперь на взаимосвязь между задачей МНК для действитель-

ных переменных и комплексных переменных. 

Как известно, для простой линейной однофакторной модели действи-

тельных переменных: 
y a bx  , 

система нормальных уравнений МНК имеет вид: 

2

,t t

t t

t t t t

t t t

y an b x

y x a x b x

  



 


 

  
.                                                                 (4.5.22) 

Если теперь в эту систему нормальных уравнений подставить вместо 

действительных переменных и коэффициентов комплексные переменные и 

комплексные коэффициенты, то для линейной однофакторной комплексно-

значной функции будет получена та же самая система нормальных уравне-

ний (4.5.9), что и ранее. Действительно, первое уравнение системы (4.5.22) 

при подстановке в него комплексных переменных и комплексных коэффици-

ентов примет вид: 

0 0 1 1 1 0( )rt it rt it rt it

t t t t t t

y i y na b x b x i na b x b x           
. 

Откуда, разделяя действительную и мнимую части равенства, получим 

первую часть системы МНК (4.5.9): 
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rt rt it

t t t
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t t t

y na b x b x

y na b x b x

   



  


  

  
.                                                      (4.5.23) 
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Второе уравнение системы (4.5.22) при подстановке в него комплекс-

ных переменных и комплексных коэффициентов будет представлена в виде 

более сложного уравнения, поэтому разобьём её по отдельным составляю-

щим. Левая часть равенства будет выглядеть после подстановки так: 

( )( ) ( )rt it rt it rt rt it it it rt rt ir

t t t t t

y iy x ix y x y x i y x y x         
. 

Первое слагаемое правой части второго уравнения (4.5.22) будет иметь 

такой вид: 

0 1 1 0( )rt ir rt it

t t t t

a x a x i a x a x     
, а второе –  

 
2 2 2 2

0 1 1 0( ) 2 ( ( ) 2 )rt it rt it rt it rt it

t t t t t t

b x x b x x i b x x b x x         
. 

Группируя в одно равенство действительные составляющие, а в другое 

равенство мнимые составляющие, получим ещё два уравнения: 
2 2
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.            (4.5.24) 

Сведя систему уравнений (4.5.23) и (4.5.24) в единую систему, легко 

убедиться в том, что получена система нормальных уравнений МНК для ли-

нейной функции комплексных переменных (4.5.9). 

Прямые параллели между методом, предлагаемым в этом параграфе и 

МНК, применимым к моделям действительных переменных, является одним 

из аргументов, свидетельствующих в пользу рассматриваемого метода, а не 

того, который следует из стандартной постановки задачи, принятой в мате-

матической статистике. 

Поскольку решение системы из четырёх уравнений с четырьмя пере-

менными – не самая приятная задача, процедуру оценки коэффициентов ли-

нейной комплекснозначной функции(4.5.1) с помощью МНК можно и нужно 

упростить.  

Для этого, осуществив предварительное центрирование исходных пе-

ременных задачи относительно их средних арифметических: 
' ' ' ';  ;  ;  ,r r r i i i r r i i i iy y y y y y x x x x x x         

приведём модель (4.5.1) к более простому виду: 

0 1' ' ( )( ' ' )rt it rt ity iy b ib x ix    ,                                                           (4.5.25) 

для нахождения коэффициентов которой достаточно решить такую систему 

из двух уравнений с двумя неизвестными: 
2 2
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rt rt it it rt it rt it
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.                                    (4.5.26) 

Или для непосредственно работы с комплексными переменными: 

0 1

( )( )

( )( )

rt it rt it

rt it rt it

y iy x ix
b ib

x ix x ix

 
 

 




.                                                        (4.5.27) 
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Покажем применимость МНК на условном примере, исходные данные 

которого приведены в табл. 3.1. Числитель вышеприведённой дроби для 

нахождения комплексного коэффициента пропорциональности равен  

163,905 31,048i  , а знаменатель равен 

 129,681 6,350i  .  

Комплексный коэффициент пропорциональности будет равен: 

0 1 1,249-i0,301b ib  . 

Уместно напомнить, что стандартный подход, который был использо-

ван ранее в параграфе 3.2, давал применительно к этому примеру другие зна-

чения комплексного коэффициента пропорциональности: 

0 1 1,257-i0,295b ib   

Различия, как видно, не столь значительные, как можно было ожидать, 

но они есть, поскольку критерии минимизации у них разные. 

 

 

 

 

4.6. Комплексный коэффициент парной корреляции 

 

Попытка вычисления коэффициента парной корреляции между двумя 

случайными комплексными переменными, предпринятая на основе стан-

дартного аксиоматического ядра теории математической статистики ком-

плексной случайной переменной, показала противоречивость результатов и 

послужила основанием для формирования нового аксиоматического ядра 

теории комплекснозначной эконометрики. 

В параграфе 4.3 было показано – как можно вывести формулу для вы-

числения коэффициента парной корреляции двумя способами. Сначала ис-

пользовалась известная в математической статистике формула: 

XY
XY

X Y

r


 


.                                                                                   (4.6.1) 

Подставим в неё из параграфа 4.4 значения комплексного корреляци-

онного момента и комплексных дисперсий, вытекающие из новой аксиома-

тики теории. Для упрощения формы записи примем, что все исходные пере-

менные центрированы относительно их средних арифметических. С учётом 

этого получим: 

2 2

( )( )

( ) ( )

rt it rt it

XY

rt it rt it

y iy x ix
r

x ix y iy

 


 



 
.                                                    (4.6.2) 

Раскрывая скобки числителя и группируя действительную и мнимую 

части, получим для него: 

( ) ( )rt rt it it rt it rt ity x y x i x y y x    .                                                    (4.6.3) 

Теперь в знаменателе возведём во вторую степень выражения, находя-

щиеся под знаком сумм и сгруппируем действительную и мнимую части: 
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2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( 2 ) ( 2 )rt it rt it rt it rt it rt it rt itx ix y iy x x i x x y y i y y          . (4.6.4) 

Подставляя и числитель, и знаменатель в исходную формулу (4.6.2), 

получим для комплексного коэффициента парной корреляции формулу, ко-

торую можно использовать при отсутствии возможности работы с комплекс-

ными числами: 

2 2 2 2
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( 2 ) ( 2 )

rt rt it it rt it rt it

XY

rt it rt it rt it rt it

y x y x i x y y x
r

x x i x x y y i y y

  


   

 

 
.                                         (4.6.5) 

Отличие полученной формулы от той, которая следует из стандартной 

постановки задачи (4.3.8) легко обнаружить, если привести эту формулу 

здесь: 

2 22 2

( ) ( ( ))

( ) ( )

rt it rt it rt it rt it

t t
XY

rt it rt it

t t

y y x x i x y y x

r

x x y y

  



 

 

 
.                                                (4.6.6)                       

Друг от друга отличаются и числители, и знаменатели. 

Выведем теперь формулу для расчёта коэффициента парной корреля-

ции комплексных переменных, через среднюю геометрическую произведе-

ния комплексных коэффициентов регрессий (4.6.12).  

Применительно к комплексному коэффициенту регрессии X на Y, обо-

значенному как a, получим: 

( )( )

( )( )

rt it rt it

rt it rt it

y iy x ix
a

x ix x ix

 


 




.                                                           (4.6.14) 

Теперь рассмотрим регрессию, обратную данной, то есть – комплекс-

ную регрессию Y на X: 

0X X bY  ,                                                                              (4.6.15) 

где X0 и b – комплексные коэффициенты уравнения регрессии. 

Комплексный коэффициент пропорциональности b также может быть 

найден с помощью комплексного МНК: 

( )( )

( )( )

rt it rt it

rt it rt it

y iy x ix
b

y iy y iy

 


 




.                                                             (4.6.16) 

Поскольку коэффициент парной корреляции представляет собой сред-

нее геометрическое коэффициентов регрессии (4.6.12), найдём среднее гео-

метрическое коэффициентов регрессии (4.6.14) и (4.6.16): 

1 1
2 2

( )( )

( ) ( )

rt it rt it

XY

rt it rt it

y iy x ix
r a b

x ix y iy

 
  

 



 
.                                (4.6.17) 

Как видно, получилась та же самая формула, что и (4.6.2), которая вы-

ведена через комплексный корреляционный момент и комплексную диспер-

сию. Она может быть преобразована и к виду (4.6.5) если у экономиста нет 

возможности работать с комплексными числами, и он вынужден оперировать 

только с действительными числами. 

Принципиально важно, что с помощью двух разных подходов по выво-

ду формулы для расчёта комплексного коэффициента парной корреляции 
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между двумя случайными комплексными переменными был получен один и 

тот же результат  в отличие от попыток сделать то же самое при стандартной 

постановке задачи. 

Оба парадокса, обнаруженные в параграфе 4.3, при новом аксиомати-

ческом ядре теории комплекснозначной эконометрики не выявляются. По-

этому в дальнейшем будем опираться именно на это аксиоматическое ядро – 

все меры колеблемости случайных комплексных переменных являются ком-

плексными, отражая сложный характер процессов. 

 

 

 

 

 

 

4.7. Интерпретация значений комплексного коэффициента парной 

корреляции 

 

Определив, как правильно вычислять комплексный коэффициент пар-

ной корреляции, следует дать интерпретацию тем значениям, которые он 

может принимать. Линейная взаимосвязь между двумя комплексными пере-

менными означает в области действительных переменных, что и веществен-

ная, и мнимая части одной комплексной переменной выступают как двух-

факторные линейные зависимости от вещественной и мнимой частей другой 

комплексной переменной. Поэтому, если одна переменная изменяется нели-

нейно, то и другая переменная будет меняться нелинейно, причём визуально 

такую зависимость чаще всего определить сложно. Если изучаемая зависи-

мость не функциональная, а регрессионная, то разброс точек на комплексных 

плоскостях ещё меньше вызывает ассоциации с линейной зависимостью. По-

этому визуальный анализ зависимости между переменными затруднён и о 

линейной взаимосвязи двух комплексных переменных можно судить исклю-

чительно по расчётным характеристикам, в первую очередь - по комплекс-

ному коэффициенту парной корреляции. 

Комплексный коэффициент парной корреляции, как это следует из ма-

териалов предыдущего параграфа, представляет собой среднее геометриче-

ское двух комплексных коэффициентов регрессии 

 XYr ab  .                                                                                  (4.7.1) 

Поэтому для строго функциональной линейной комплекснозначной за-

висимости ,   Y aX X bY   будет выполняться очевидное равенство: 

 
1

a
b

 ,                                                                                           (4.7.2) 

откуда: 

 
1

1ab b
b

  . 
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То есть, комплексный коэффициент парной корреляции для линейной 

функциональной зависимости равен: 

(1 0)XYr i   .                                                                                 (4.7.3) 

Значит, для линейной функциональной зависимости между двумя ком-

плексными переменными модуль действительной части комплексного коэф-

фициента парной корреляции равен единице, а его мнимая составляющая 

равна нулю.  

Это означает, что квадрат комплексного коэффициента парной корре-

ляции (комплексный коэффициент детерминации) для линейной зависимости 

всегда будет равен действительной единице. Но в каких случаях линейной 

функциональной зависимости между двумя комплексными переменными 

квадратный корень из коэффициента детерминации будет принимать значе-

ния «плюс единица»,  а в каких – «минус единица»? 

Для ответа на этот вопрос представим комплексные коэффициенты 

пропорциональности в арифметической и экспоненциальной форме: 

0 1

ia a ia ae    ,                                                                            (4.7.4) 

0 1

ib b ib be    ,                                                                             (4.7.5) 

Их произведение будет равно: 
( ) cos( ) sin( )i

a b a b a bab r r e r r ir r          .                                       (4.7.6) 

Поскольку для линейной функциональной зависимости выполняется 

(4.7.3), то есть мнимая часть комплексного коэффициента парной корреляции 

равна нулю, то отсюда со всей очевидностью следует, что в этом случае 

2 , 1k ab     .                                                                         (4.7.7)  

Будем рассматривать для простоты случай, когда k=0.Тогда комплекс-

ный коэффициент парной корреляции определяется как квадратный корень 

из: 

( )XY a br ab r r cos     .                                                                   (4.7.8)  

Поскольку модуль каждого коэффициента пропорциональности по 

определению положителен, то равенство коэффициента парной корреляции 

«плюс единице» или «минус единице» полностью определяется косинусом 

угла α. Нас интересует случай, когда подкоренное выражение может быть та-

ким: 

( 1)( 1)  .                                                                                            (4.7.9) 

Тогда можно определить характеристики комплексного коэффициента 

пропорциональности. Из равенства (4.7.7) косинус подкоренного выражения 

(4.7.8) может быть записан так: 

cos( ( )) cos cos( ) sin sin( )           , 

тогда легко определить, что интересующий нас случай (4.7.9) определяется 

полярным углом комплексного коэффициента пропорциональности 0 1a ia , 

лежащим в пределах: 

 
3 5

4 4
    .                                                                                         (4.7.10) 
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Для этого случая вещественная составляющая комплексного коэффи-

циента пропорциональности всегда не положительна: 

0 0,a                                                                                                   (4.7.11) 

а его мнимая часть всегда не меньше вещественной: 

0 1a a .                                                                                                (4.7.12) 

Этим условиям удовлетворяют, например, такие коэффициенты: 
1 ;  1 0 ;  10 9,999...i i i       

Что означает линейная комплекснозначная взаимосвязь с таким значе-

нием комплексного коэффициента парной корреляции? Для ответа на этот 

вопрос представим линейную функциональную  комплекснозначную зависи-

мость как систему равенств вещественных и мнимых частей: 

0 1r r iy a x a x  ,                                                                                   (4.7.13) 

1 0i r iy a x a x  ,                                                                                   (4.7.14) 

По условиям (4.7.11) и (4.7.12) коэффициент a0 всегда не положителен, 

а мнимая часть a1 может принимать как положительные (1), так и отрица-

тельные (2) значения. Рассматривая изменение комплексного аргумента в 

первом квадранте комплексной плоскости, получим, что с одновременным 

ростом вещественной и мнимой части аргумента вещественная часть ком-

плексного результата Yr убывает, а мнимая часть Yi в силу (4.7.12) может как 

возрастать, так и убывать.  

Итак, действительная часть комплексного коэффициента парной кор-

реляции  rr свидетельствует о степени приближения зависимости между слу-

чайными комплексными переменными к линейной зависимости и интерпре-

тация его значений подобна интерпретации значений коэффициента парной 

корреляции в области действительных чисел.  

Теперь необходимо выяснить смысл мнимой составляющей комплекс-

ного коэффициента парной корреляции  ri. Мнимая составляющая, как это со 

всей очевидностью следует из (4.7.3), будет равна нулю только в том случае, 

когда имеется линейная функциональная зависимость между комплексными 

переменными. Во всех остальных случаях она не будет равна нулю.  

Крайним проявлением этой составляющей комплексного коэффициен-

та парной корреляции является случай, когда: 

(0 )XYr i   .                                                                                 (4.7.15) 

Из чего следует, что: 
( ) cos( ) sin( ) 1 0i

a b a b a bab r r e r r ir r i             .                          (4.7.16) 

Это означает, что  

(2 1) , 1a bk r r      .                                                                  (4.7.17) 

Что означает полученное равенство? Если рассматривать ситуацию, ко-

гда k=1, то, например, комплексному коэффициенту пропорциональности  

0 1 1 0a ia i    для того чтобы комплексный коэффициент парной корреляции 

принимал значения (4.7.15) МНК, применённый к обратной зависимости ар-

гумента от результата должен дать такие оценки комплексного коэффициен-

та: 0 1 1 0b ib i    . Или: коэффициенту  0 1 1a ia i    должен соответствовать 
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коэффициент 0 1 1b ib i     - вектор, противоположный в комплексной плос-

кости по направлению к первому. 

Теперь можно понять, в каком случае действительная часть комплекс-

ного коэффициента парной корреляции будет равна нулю, а его мнимая часть 

по модулю будет равна единице. При нахождении регрессии комплексного 

аргумента на комплексный результат 

0 1( )( )r i r iy iy a ia x ix     

коэффициент пропорциональности 0 1a ia , найденный с помощью МНК, бу-

дет моделировать некоторую линейную последовательность ˆ ˆ
r iy iy . При 

нахождении обратной регрессии комплексного результата на комплексный 

аргумент: 

0 1( )( )r i r ix ix b ib y iy    , 

МНК будет давать такой комплексный коэффициент 0 1b ib , что его примене-

ние для регрессии: 

0 1

r i
r i

x ix
y iy

b ib


 


 

будет моделировать ряд точек ˆ ˆ
r iy iy  , повёрнутых относительно исходного 

ряда ˆ ˆ
r iy iy  на угол π, то есть – в обратном направлении. 

Это возможно в случае полного отсутствия линейной зависимости.  

Для понимания сути промежуточных значений (от нуля до единицы по 

модулю) мнимой составляющей комплексного коэффициента парной корре-

ляции, можно воспользоваться результатами эмпирических исследований. 

Суть их заключалась в следующем.  

Строилась линейная функциональная зависимость между двумя ком-

плексными переменными. При этом действительная часть комплексного ко-

эффициента парной корреляции становилась равной единице, а мнимая – ну-

лю.  

Затем последовательно увеличивалась дисперсия ошибки этой линей-

ной взаимосвязи, которая определялась в долях от моделируемого значения 

Y. Иначе говоря, на смену функциональной зависимости приходила регрес-

сионная комплекснозначная линейная зависимость со всё увеличивающейся 

дисперсией. Чем больше становилась дисперсия ошибки аппроксимации 

между расчётной и фактической величиной комплексного Y, тем более воз-

растала мнимая составляющая комплексного коэффициента парной корреля-

ции и меньше становилась его вещественная часть. Это означает, что рост 

мнимой составляющей указывает на рост дисперсии ошибки аппроксимации 

случайной перемененной линейной комплекснозначной моделью. 

Поскольку сам коэффициент по определению характеризует степень 

приближения изучаемой зависимости к линейной комплекснозначной функ-

ции, на практике следует придерживаться такого правила. Если вещественная 

часть комплексного коэффициента парной корреляции близка по модулю к 

единице, а мнимая часть – к нулю, можно смело использовать линейную 

комплекснозначную регрессионную зависимость. Если при этом модуль 
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мнимой часть далек от нуля, линейная зависимость будет давать высокую 

дисперсию. 

Если модуль комплексного коэффициента парной корреляции меньше 

чем 0,8, а мнимая часть ещё мала, то следует выбрать нелинейную комплекс-

нозначную регрессионную модель, поскольку линейная модель будет плохо 

описывать взаимосвязь. Незначительная величина модуля мнимой части сви-

детельствует о том, что между переменными существует некоторая нелиней-

ная регрессионная взаимосвязь. Но если мнимая часть комплексного коэф-

фициента парной корреляции довольно высока, например, больше, чем 0,5, 

то возникает большое сомнение в наличии между случайными комплексны-

ми переменными какой-нибудь взаимозависимости вообще. 

 

 

4.8. Оценки параметров нелинейных эконометрических моделей ком-

плексных переменных  

 

Общие принципы МНК, которые были определены в параграфе 4.5 

этой главы для эконометрических комплекснозначных моделей, применён-

ные к задачам оценивания параметров эконометрических моделей, в случае 

каждой отдельной модели комплексных переменных требуют индивидуаль-

ного применения. МНК, адаптированный для простой линейной модели ком-

плексных переменных, формирует общие принципы использования МНК 

применительно к линейным комплекснозначным эконометрическим моде-

лям. На этой основе можно предложить и подход, позволяющий с помощью 

МНК оценить выборочные значения коэффициентов нелинейных экономет-

рических моделей комплексных переменных, если их представить в линей-

ной форме. 

В области действительных переменных процедура оценивания коэф-

фициентов нелинейных моделей в общем случае не является простой. Для 

аддитивных нелинейных моделей формирование системы нормальных урав-

нений не представляет особого труда, например, для нелинейной аддитивной 

модели вида: 
2

1 2 3ln cosy a x a x a x    

система нормальных уравнений МНК будет иметь вид: 
2 4 2 2

1 2 3

2 2

1 2 3

2 2

1 2 3

ln cos

ln ln ln ln cos

cos cos ln cos cos

yx a x a x x a x x

y x a x x a x a x x

y x a x x a x x a x

   


  


  

   

   

   

. 

И оценки коэффициентов такой модели будут обладать всеми замеча-

тельными свойствами оценок МНК. Но вот при оценивании параметров 

мультипликативных нелинейных моделей непосредственное использование 

МНК затруднительно. 

Так, для оценивания с помощью МНК параметров простой степенной 

модели: 
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1

0

a

t tY a x  
необходимо решить систему нелинейных уравнений: 

 

1

1

2

0

0

2

0

1

( )
0

( )
0

a

t t

a

t t

Y a x

a

Y a x

a

 




  

  . 

Вычисляя производные, получим: 
1 1

1 1

2

0

22

0 0

0,

0.

t t

t t

a x a x

t

t t

a x a x

t t t

t t

y e a e

a y x e a x e

  



 


 

 
 

И хотя сегодня решение такой системы двух нелинейных уравнений не 

представляет собой каких-либо трудностей – с помощью численных методов 

это делается легко, но на момент создания эконометрии, она была практиче-

ски не разрешима. И сегодня многие практикующие экономисты, не владею-

щие в должной мере математическими методами, испытывают затруднения 

при решении подобных задач, если, конечно, в их распоряжении нет готовых 

прикладных программ, решающих их. 

Именно поэтому в своё время и был предложен менее точный, но зна-

чительно более простой способ решения поставленной задачи – линеариза-

ция исходной нелинейной модели. Для рассматриваемой в качестве примера 

степенной функции левую и правую части исходного равенства логарифми-

руют по любому основанию и получают линейную модель (осуществим ло-

гарифмирование по натуральному основанию): 

0 1 0 1ln ln lnt t t tY a a x Y a a x        . 

Коэффициенты этой линеаризованной модели уже можно легко найти с 

помощью МНК. После оценивания параметров данной модели обратный пе-

реход к степенной модели достаточно прост – нужно только по известному 

значению 0a  найти коэффициент a0: 
0

0

a
a e


 . 

Давно уже известно, что оценки параметров исходной степенной моде-

ли, найденные таким способом, будут смещены – ведь минимизируются 

квадраты отклонений не степенной модели, а её линеаризованного аналога. 

Но в подавляющем большинстве случаев это не представляет особой про-

блемы – модель, чьи параметры найдены подобным образом, достаточно хо-

рошо описывает исходный ряд. 

Очевидно, что если для задач оценивания параметров эконометриче-

ских моделей действительных переменных с помощью МНК его непосред-

ственное применение приводит к вычислительным сложностям, связанным с 

необходимостью решения систем нелинейных уравнений, то для случая оце-

нивания параметров нелинейных эконометрических моделей комплексных 

переменных это обстоятельство усугубляется в ещё большей степени в силу 
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свойств нелинейных комплекснозначных функций, которые были рассмотре-

ны во второй и третьей главе. 

Поэтому для целей практического применения МНК в эконометрии 

комплексных переменных возникает необходимость разработки практиче-

ских методик оценивания параметров каждой из рассмотренных ранее эко-

нометрических моделей комплексных переменных, воспользовавшись для 

этого подходом, аналогичным тому, который используется в эконометрии 

действительных переменных. 

Рассмотрим такую возможность, последовательно изучая функции 

комплексных переменных в том порядке, в котором изучалось конформное 

отображение этих функций в третьей главе монографии, понимая, что ком-

плексные модели действительного аргумента и модели комплексного аргу-

мента является их частным случаем. 

Первой из нелинейных моделей комплексных переменных рассмотрим 

степенную комплекснозначную функцию с действительными коэффициен-

тами. Она имеет следующий вид: 
0

0( )
b

rt it rt ity iy a x ix   .                                                                   (4.8.1) 

Прежде, чем показать возможность применения МНК к этой функции, 

покажем на одну очень интересную особенность этой и подобных моделей. 

Представив каждую из комплексных переменных в экспоненциальном виде, 

и подставив их в модель (4.8.1). Получим: 
0 0

0
yt xt

i b ib

yt xtR e a R e
 


.                                                                          (4.8.2) 

Где  

2 2

yt rt itR y y 
, 

2 2

xt rt itR x x 
, 
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y
arctg
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,  

it
xt

rt

x
arctg

x
 

. 

Вспомнив о том, что две комплексные переменные, представленные в 

экспоненциальной форме равны друг другу в том и только в том случае, ко-

гда равны друг другу их модули и аргументы, получим: 
0

0

b

yt xtR a R
, а 0yt xtb 

.   

Из этого со всей очевидностью следует, что для каждого наблюдения t 

можно найти значение показателя степени b0: 

0

it

rtyt
t

xt it
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y
arctg

y
b

x
arctg

x




 

                                                                   (4.8.3) 

и коэффициента пропорциональности a0: 

0
0

ytt

xt

yt yt

t b

xt

xt

R R
a

R
R




 

.                                                                         (4.8.4) 

То есть, для оценки значений коэффициентов степенной комплексно-

значной функции нет необходимости использовать какое-то множество 

наблюдений – коэффициенты оцениваются на каждом наблюдении! 
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Эта возможность вновь демонстрирует отличие свойств моделей ком-

плексных переменных перед моделями действительных переменных – ведь 

появляется уникальная возможность оценивания коэффициентов нелинейной 

модели на каждом наблюдении и давать экономическую интерпретацию мо-

делируемому процессу не в целом за какой-то период, а на конкретном 

наблюдении, если, конечно, коэффициенты модели несут в себе экономиче-

ский смысл, а моделируемая зависимость описывается именно этой функци-

ей. 

Это свойство даёт возможность анализировать два ряда значений {a0t} 

и {b0t}, которые в случае обратимого случайного процесса представляют со-

бой выборочные значения коэффициентов из некоторой генеральной сово-

купности коэффициентов модели (4.8.1), описывающей математическое ожи-

дание исследуемой взаимосвязи. Так как априорно в эконометрии предпола-

гается, что мы имеем дело с нормальным распределением вероятностей, и 

выборочные значения коэффициентов a0t и b0t, найденные по (4.8.3) и (4.8.4) 

колеблются вокруг некоторых математических ожиданий a0 и b0, то лучшей 

оценкой искомых параметров модели (4.8.1) выступают их средние арифме-

тические: 

0

1

1
it

T
rt

itt

rt

y
arctg

y
b

xT
arctg

x


 

                                                                            (4.8.5) 

и         
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.                                                               (4.8.6) 

Для таких оценок легко высчитываются их дисперсия и доверительные 

границы,  поэтому нелинейная модель (4.8.1) представляется весьма удобной 

и очень простой для моделирования разнообразных экономических процес-

сов.  

Но, поскольку задачей данного параграфа является поиск подходов по 

использованию МНК, применительно к этой модели, покажем её решение. 

Такая задача может возникнуть, если исследователю необходимо не просто 

вычислить параметры эконометрической модели, а построить эту модель, 

чтобы описать некоторую среднюю тенденцию. Тогда необходимо использо-

вать МНК. Прежде всего, в этом случае следует осуществить линеаризацию 

исходной модели. Тогда получим: 

0 0ln( ) ln ln( )rt it rt ity iy a b x ix    .   

Так как мы работаем с главными значениями логарифмов, то получен-

ное выражение может быть представлено так: 

0 0ln ln (ln )yt yt xt xtR i a b R i    
,  

или, приводя к виду линейной модели: 
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0 0ln (ln 0) ( 0)(ln )yt yt xt xtR i a i b i R i      
. 

С учётом этой формы записи, воспользовавшись ранее полученной си-

стемой МНК для линейной модели (4.5.10), и подставляя эти значения в си-

стему МНК (в том числе и нулевые),  получим: 

0 0

0

ln ln lnyt xt

t t

yt it

t t

R n a b R
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.                                                          (4.8.7) 

Откуда: 

0 /yt xt

t t

b   
,                                                                             (4.8.8) 

0
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t txt
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.                                                    (4.8.9) 

В общем случае оценки (4.8.7) будут отличаться от оценок (4.8.5)  и 

(4.8.6). В этой работе мы не будем сравнивать их друг с другом, и давать со-

ответствующие рекомендации. Отметим лишь, что использование МНК для 

линеаризованной модели приводит к тому, что оценки (4.8.8) и (4.8.9) будут 

смещёнными, в отличие от оценок (4.8.5) и (4.8.6).  

Теперь покажем, как найти параметры степенной модели комплексных 

переменных с комплексными коэффициентами, которая представляет собой 

наиболее общий вид степенных функций комплексных переменных: 
0 1( )

0 1( )( )
b ib

rt it rt ity iy a ia x ix


    .                                                        (4.8.7) 

Для этой функции найти коэффициенты на каждом наблюдении не по-

лучится, поскольку модель имеет четыре коэффициента, а не два, как в моде-

ли (4.8.1). Здесь уместно сказать, что любая комплекснозначная модель с 

двумя коэффициентами (действительными или мнимыми) может быть по-

строена только по одному наблюдению. Объясняется это очень просто, ведь 

комплекснозначная функция представляет собой ни что иное, как систему 

двух действительных функций, и если на каком-либо наблюдении t в распо-

ряжении экономиста имеются данные по xrt, xit, yrt и yit, подставляя их в функ-

циональную зависимость и приравнивая левую и правую части равенства, 

получаем тем самым два равенства с двумя неизвестными коэффициентами, 

которые сразу же и вычисляются. 

Применительно к степенной функции её коэффициенты находятся на 

одном наблюдении для таких её разновидностей, как модель с действитель-

ными коэффициентами (4.8.1) и таких моделей: 
1

0( )
ib

rt it rt ity iy a x ix   , 
0

1( )
b

rt it rt ity iy ia x ix   , 
1

1( )
ib

rt it rt ity iy ia x ix   . 

А после того, как коэффициенты таких моделей найдены на каждом 

наблюдении t, легко вычисляются их средние арифметические, дисперсии и 

т.п. 
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Вернёмся к степенной комплекснозначной модели с комплексными ко-

эффициентами (4.8.7). Вновь приведём эту функцию к линейному виду, про-

логарифмировав левую и правую части равенства по натуральному основа-

нию: 

0 1 0 1ln( ) ln( ) ( )ln( )rt it rt ity iy a ia b ib x ix      .                                      (4.8.8) 

Мы, как и прежде, используем главные значения логарифмов. Для ком-

плексного аргумента логарифм будет таким: 
ln( ) lnrt it x xx ix R i   ,                                                                     (4.8.9) 

где Rx – модуль комплексной переменной определяющего фактора, φx - её по-

лярный угол. Для комплексной переменной моделируемого результата лога-

рифм запишется так: 
ln( ) lnrt it y yy iy R i  

,                                                                     (4.8.10) 

где Ry – модуль комплексной переменной результата, φy - её полярный угол. 

Для комплексного коэффициента пропорциональности модели (4.8.7) лога-

рифм запишем так: 

0 1ln( ) ln a aa ia R i   ,                                                                     (4.8.11) 

где Ra – модуль комплексного коэффициента пропорциональности, а φa - его 

полярный угол. 

Приводить комплексный коэффициент (b0+ib1) в экспоненциальный 

вил нет особой необходимости. С учётом этих обозначений, получим для мо-

дели степенной функции комплексных переменных с комплексными коэф-

фициентами следующую линеаризованную модель: 

0 1ln (ln ) ( )(ln )y y a a x xR i R i b ib R i       
.                                      (4.8.12) 

Для простоты последующих действий, введём обозначения: 

0 1 0 1ln( ) ln a aa ia R i A iA     .                                                         (4.8.13) 

Полученная модель, как легко убедиться, приведена к виду линейной 

модели комплексных переменных с комплексными коэффициентами:  

0 1 0 1ln ( ) ( )(ln )y y x xR i A iA b ib R i      
. 

Коэффициенты такой модели могут быть найдены с помощью уже 

адаптированным применительно к линейным комплекснозначным моделям 

МНК. Подставляя в систему нормальных уравнений (4.5.10) значения модели 

(4.8.12), с учётом обозначений (4.8.13), получим: 
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 .     (4.8.14) 

Решая эту систему, можно найти значения неизвестных коэффициентов 

A0, A1, b0, b1. В итоге получим: 
0 1 0 1( )

( )
A iA b ib

rt it rt ity iy e x ix
 

    . 



138 

 

Для того чтобы получить всё же модель вида (4.8.7), необходимо коэф-

фициент пропорциональности привести из экспоненциальной формы в фор-

му арифметическую. Для этого по имеющимся значениям А0 и А1 легко найти 

a0 и a1: 
0 0

0 1 1 1cos ,   sin .
A A

a e A a e A   

Одним из подвидов видов степенных функций комплексных перемен-

ных является степенная функция комплексного аргумента. В общем виде она 

может быть представлена следующим образом: 
0 1( )

0 1( )( )
b ib

rt rt ity a ia x ix


   .                                                                  (4.8.15) 

Прологарифмировав левую и правую части равенства по натуральному 

основанию, получим такую линеаризованную модель: 

0 1 0 1ln ln( ) ( )ln( )rt rt ity a ia b ib x ix     .                                                 (4.8.16) 

С учётом введённых ранее обозначений: 

0 1 0 1 0 1ln (ln ) ( )(ln ) ( )(ln )rt a a x x x xy R i b ib R i A iA b ib R i            .    (4.8.17) 

Отличие этой модели от модели комплексных переменных заключается 

в том, что в левой части полученного равенства нет мнимой части. Поэтому 

система нормальных уравнений для степенной функции комплексного аргу-

мента может быть представлена в таком виде: 
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,   (4.8.18) 

решая которую, найдём оценки МНК для степенной функции комплексного 

аргумента с комплексными коэффициентами. 

Рассмотрим теперь методику оценивания параметров модели показа-

тельной функции комплексных переменных, которую в общем виде запишем 

так: 
0 1( )( )

0 1( ) rt itb ib x ix

rt ity iy a ia e
 

   .                                                                (4.8.19) 

Вновь линеаризуем модель, логарифмируя для этого левые и правые 

части равенства. Получим: 

0 1 0 1ln( ) ln( ) ( )( )rt it rt ity iy a ia b ib x ix      .                                            (4.8.20) 

С учётом введённых обозначений (4.8.10) и (4.8.11): 

0 1 0 1ln ( )( )yt yt rt itR i A iA b ib x ix      .                                                 (4.8.21) 

Вновь оценка параметров этой модели не представляет особых трудно-

стей, поскольку система нормальных уравнений примет вид: 
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.    (4.8.22) 

Решая эту систему, находим параметры исходной модели.  

Аналогичным способом можно с помощью МНК оценить параметры 

более простой показательной модели – модели показательной функции ком-

плексного аргумента: 
0 1( )( )

0 1( ) rt itb ib x ix

rty a ia e
 

  .                                                                    (4.8.23) 

Логарифмируя, и вводя соответствующие обозначения, получим сле-

дующую линеаризованную функцию: 

0 1 0 1ln ( )( )rt rt ity A iA b ib x ix     .                                                        (4.8.24) 

Тогда система нормальных уравнений для линеаризованной показа-

тельной функции комплексного аргумента примет вид: 
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.                    (4.8.25) 

Её решение даст экономисту искомые значения коэффициентов моде-

ли.  

Также просто найти параметры модели логарифмической функции 

комплексных переменных, которая в общем виде записывается так: 

0 1 0 1( ) ( )ln( )rt it rt ity iy a ia b ib x ix      .                                              (4.8.26) 

Применительно к этой модели следует сразу же отметить, что модель 

представлена в аддитивной форме и её, в отличие от всех нелинейных моде-

лей, рассмотренных выше, не надо линеаризовать. Разве что – следует найти 

главное значение логарифма комплексного аргумента. Это обстоятельство 

свидетельствует о том, что оценки комплексных коэффициентов этой модели 

будут несмещёнными, поскольку минимизируется сумма квадратов ком-

плекснозначных отклонений модели (4.8.26) от фактических значений, а не 

её линеаризованного аналога. 

Система нормальных уравнений для этой модели, с учётом обозначе-

ний (4.8.9), уместных для логарифмируемого фактора, будет иметь вид: 
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 .   (4.8.27) 

Её решение даст экономисту искомые значения оценок коэффициентов 

модели. 

Итак, зная свойства конформных отображений простых функций ком-

плексных переменных, можно использовать их для решения разнообразных 

задач современной эконометрии, находя значения коэффициентов экономет-

рических моделей с помощью МНК так, как это предложено в данном пара-

графе. Примеры построения нелинейных комплекснозначных эконометриче-

ских моделей будут приведены в последующих главах монографии, когда 

будут решаться прикладные экономические задачи. 
 

 

 

 

 

 

4.9. Оценка доверительных границ выборочных значений комплексно-

значных моделей 

 

Любые эконометрические оценки представляют собой некоторые вы-

борочные значения из некоторой совокупности. Поэтому при получении но-

вых данных эти выборочные значения будут пересчитываться и уточняться. 

Для оценки интервала, к котором эти уточнённые значения могут находить-

ся, в статистике действительных переменных используют такую меру колеб-

лемости как дисперсию. Поскольку мы работаем в поле комплексных пере-

менных, то логично предположить, что все характеристики случайной ком-

плексной величины должны быть комплексными, в том числе и дисперсия. 

Будем использовать вновь введённое новое понятие — комплексной диспер-

сии комплексной случайной величины. Сделано это было в параграфе 4.4. Ею 

будет являться математическое ожидание квадрата соответствующей центри-

рованной величины: 
2 2 2 2 2( ) [ ] [ 2 ] [ ] [ ] 2 [ ]r i r i r i r iD z M z M x x i x x M x M x iM x x       ,  (4.9.1) 

где 
2 2[ ] [( ) ]r r rM x M x x  ,  (4.9.2) 
2 2[ ] [( ) ]i i iM x M x x  .  (4.9.3) 

Используя это новое понятие комплексной дисперсии, ранее мы полу-

чим непротиворечивый результат, когда с его помощью выводили формулу 



141 

 

комплексного коэффициента парной корреляции. При этом мы использовали 

МНК, который, как известно, минимизирует именно дисперсию ошибки ап-

проксимации.  

Очевидно, что нам теперь следует использовать и такое новое понятие, 

такое, как «комплексный корреляционный момент», который примет в 

нашем случае вид: 

     [    ]   [    ]   ( [    ]   [    ])   

             (           )                                                           (4.9.4) 

Рассмотрим теперь более подробно свойства комплексной дисперсии и 

её производных. Из (4.9.1) следует, что комплексная дисперсия может быть и 

комплексным числом, и действительной величиной с отрицательным знаком, 

а может быть и мнимой величиной - разнообразие её значений соответствует 

многообразию свойств комплексной переменной. И таким возможным значе-

ниям комплексной дисперсии удивляться не стоит - поскольку в геометрии 

Минковского, например, расстояния могут быть отрицательными или даже 

мнимыми, то в полученном для комплексной дисперсии результате нет ниче-

го сверхъестественного - для комплексных переменных, если их рассматри-

вать в полном объёме, так и должно быть. 

Действительная часть дисперсии комплексной случайной величины, 

как это следует из (4.9.1), характеризует степень отличия дисперсии веще-

ственной части комплексной случайной переменной от дисперсии мнимой 

части комплексной случайной переменной. Если эти дисперсии равны друг 

другу, то действительная часть комплексной дисперсии (4.9.1) будет равна 

нулю. Если дисперсия вещественной части случайной переменной больше 

дисперсии мнимой части этой переменной, то действительная часть ком-

плексной дисперсии будет положительной. В противоположном случае — 

отрицательной. 

Поскольку корреляционный момент двух независимых действительных 

величин равен нулю, то понятен смысл мнимой части комплексной диспер-

сии. Мнимая часть комплексной дисперсии будет характеризовать степень 

независимости друг от друга вещественной и мнимой частей комплексной 

переменной. Если они независимы, мнимая часть комплексной дисперсии 

будет равна нулю. Впрочем, она будет равна нулю и в некоторых случаях, 

которые мы рассмотрим ниже на конкретных примерах. 

В целях выявления закономерностей в поведении комплекснозначной 

дисперсии А.Ф.Чанышевой был проанализирован ряд условных примеров. В 

качестве значений комплексной переменной yr+iyi использовались два вре-

менных ряда показателей yr и yi. При этом рассматривались различные вари-

анты зависимостей между показателями yr и yi - как функциональные, так и 

стохастические. Для исследования наличия линейной зависимости между по-

казателями, а также степени влияния этой зависимости на комплексную дис-

персию, был использован обычный коэффициент корреляции r. 

Для удобства описания обозначим действительную часть комплексной 

дисперсии через dr, а мнимую - через di: 
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r iD d id  .                                                                          (4.9.5) 

Проведённые расчёты привели к следующим результатам. 

Мнимая часть комплексной дисперсии di близка к нулю в случае, если: 

1) отсутствует линейная функциональная зависимость между дей-

ствительной и мнимой частями комплексной величины. Коэффици-

ент корреляции при этом равен или очень близок к нулю. 

На рисунках 4.1, 4.2 и 4.3 изображены примеры некоторых зависимо-

стей переменных на комплексной плоскости, для которых мнимая часть ком-

плексной дисперсии близка к нулю, а также линейный тренд, описывающий 

эти зависимости (почти параллелен оси абсцисс). По оси абсцисс приведены 

значения показателя yr, а по оси ординат - yi. 

 

 
Рис. 4.1. Параболическая зависимость yi от yr, r=0; D=–168.09+i0,00  

 

 
Рис. 4.2. Зависимость yi от yr описывается уравнением окружности, r=0; D = –

2.00+i0.00  
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Рис 4.3. Условная зависимость yi от yr, r=0.0007; D=15.1+i0.00425 

 

2) присутствует линейная функциональная зависимость между дей-

ствительной и мнимой частями комплексной переменной yr+iyi, при 

этом уравнение регрессии параллельно одной из осей координат. 

Коэффициент корреляции r в данном случае рассчитать невозмож-

но, т.к. возникает деление на 0. Ковариация между действительной и 

мнимой частями комплексной переменной при этом равна нулю, что 

очевидно, т.к. мнимая часть di представляет собой не что иное, как 

удвоенную ковариацию между показателями yr и yi, что следует из 

(4.9.1). 

 

 
Рис. 4.4. Линейная функциональная зависимость. 

 

В случае если мнимая часть комплексной дисперсии di отлична от нуля, 

нас будут интересовать две характеристики - знак и величина di. 

1. Знак мнимой составляющей положителен, если тенденция между 

факторами, рассматриваемыми на комплексной плоскости, имеет 

положительный угол наклона, и отрицателен в обратном случае. Это 

подтверждает также и значение коэффициента парной корреляции r, 

рассчитанное для двух рядов данных yr и yi. Знак мнимой составля-

ющей комплексной дисперсии di соответствует знаку коэффициента 

корреляции r для любого вида зависимостей между yr и yi. 
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Рис. 4.5. Статистическая зависимость yi от yr, r = -0.2609; D =154.61 – i138.8 

 

 
Рис. 4.6. Статистическая зависимость yi от yr, r = 0.4028; D =9.3 + i8.04 

 

2. Поскольку величина di представляет собой линейную модификацию 

ковариации между показателями yr и yi, а ковариация есть среднее произве-

дений отклонений для каждой пары точек исследуемых данных: 

   (   )  
∑(   ̅)(   ̅)

 
,                                                                    (4.9.6) 

то величина di будет зависеть от разброса исходных данных относительно их 

среднего. При увеличении разброса значений yr и yi от их средних значение di 

возрастает. 

Действительная часть комплексной дисперсии обращается в нуль для 

случая линейной функциональной зависимости yr от yi, когда дисперсии обе-

их величин равны. Частным случаем является ситуация, при которой уравне-

ние регрессии на комплексной плоскости представляет собой прямую линию 

с углом наклона 
 

 
 или 

  

 
. 

В случае если действительная часть комплексной дисперсии dr отлична 

от нуля, снова рассмотрим две характеристики - знак и величина dr. 

1.Знак dr определяется значениями дисперсий yr и yi – если дисперсия yr 

больше дисперсии yi, dr будет принимать положительные значения, и наобо-
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рот. То есть знак действительной части комплексной дисперсии показывает, 

какой из показателей yr и yi имеет больший разброс значений относительно 

своего среднего. Для частного случая линейной функциональной зависимо-

сти между yr и yi удалось выявить следующую закономерность: dr положи-

тельно, если угол наклона прямой   лежит в интервале ⌊ 
 

 
 
 

 
⌋, и отрица-

тельно, если   [
 

 
 
  

 
]  

2. Величина показателя dr очевидно определяется степенью различия 

дисперсий yr и yi . Чем больше это различие, тем больше и абсолютная вели-

чина показателя dr. 

Итак, смысл составляющих комплексной дисперсии - её действитель-

ной и мнимой частей - ясен. Понятно, что использование наряду с дисперси-

ей комплексной переменной, используемой в настоящее время в математиче-

ской статистике, новой характеристики - комплексной дисперсии (4.9.1), су-

щественно расширяет представление исследователя о вариации комплексной 

случайной величины.  

Ещё одной распространённой характеристикой в математической ста-

тистике, описывающей размер вариации признака в совокупности, является 

среднеквадратическое отклонение (СКО). Его можно рассматривать как 

квадратный корень из дисперсии: 

2

1

1
( )

n

i

i

x x
n




 
.                                                                 (4.9.7) 

В комплекснозначной экономике будем рассматривать аналогичный 

показатель S=sr+isi, равный корню квадратному из комплексной дисперсии: 

r i r iS D d id s is    
,                                                      (4.9.8) 

где S – комплексное СКО. 

Вычисление комплексного СКО по сути означает возведение ком-

плексной дисперсии в степень ½: 
1 1 1

2 2 2 1 1( ) ( ) (cos( ) sin( ))
2 2

DD
ii

D D D D DS D R e R e R i
      

,  (4.9.9) 

где RD – модуль комплексной дисперсии, 
2 2

D r iR d d 
, 

θ – полярный угол комплексной дисперсии:  

2 ,   1,2,3,...i

r

d
arctg k k

d
   

 
Это означает, что модуль комплексной дисперсии уменьшается при 

вычислении СКО, а полярный угол, характеризующий соотношение между 

действительной и мнимой частями, уменьшается в два раза. 

Знак si соответствует знаку di, то есть указывает на возрастание (убы-

вание) линии тренда. В том случае, когда комплексная дисперсия имеет дей-

ствительную часть, равную нулю, а мнимую часть, не равную нулю, ком-

плексное СКО, как следует из (4.9.9), будет иметь равные по абсолютному 

значению величины действительной и мнимой частей. Например, если дис-

персия равна: 0 16D i  , то комплексное СКО будет равно 4 4S i  , характе-
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ризуя симметричность дисперсий действительной и мнимой частей ком-

плексной переменной. 

Вышеизложенное продемонстрируем на простом примере ряда пары 

значений ежедневных изменений цен на нефть марки Brent и газ. Общая тен-

денция этих величин проявляется в долгосрочной динамике, а в краткосроч-

ном разрезе колебания осуществляются вокруг некоторой константы.  

В табл. 4.2 приведены данные, которые можно использовать для анали-

за свойств комплексной дисперсии этого ряда.  

 
Табл. 4.2. 

Статистические данные изменения цен на нефть и газ 

 
Дата Цена нефти марки Brent (долл/бар) Цена газа (NYMEX) (долл/млн.BTU)

7
 

03.01.2013 112.19 3.000 

04.01.2013 113.74 3.106 

05.01.2013 112.67 2.976 

06.01.2013 113.37 3.073 

09.01.2013 112.14 3.012 

10.01.2013 112.97 2.942 

11.01.2013 112.39 2.78 

12.01.2013 110.47 2.717 

13.01.2013 110.89 2.632 

16.01.2013 111.48 2.55 

17.01.2013 111.52 2.45 

18.01.2013 111.95 3.57 

21.01.2013 111.50 3.59 

22.01.2013 112.35 3.55 

23.01.2013 113.02 3.56 

24.01.2013 113.25 3.46 

25.01.2013 113.37 3.45 

28.01.2013 113.47 3.29 

 

Мировая цена на нефть и мировая цена на газ отражают спрос мировой 

экономики на энергоносители. Поскольку нефть и газ являются наиболее 

распространёнными энергоносителями, отражающими общемировые тенден-

ции, они могут быть представлены как одна комплексная переменная (приве-

дённая к безразмерной форме): 

t t tz O iG  .                                                                                 (4.9.10) 

Эта комплексная переменная меняет свои значения вокруг некоторой 

величины, оценкой которой в первом приближении может выступить средняя 

арифметическая: 

 ̅   ̅    ̅            .                                                        (4.9.11) 

                                                 
7
Одна тысяча кубических метров природного газа содержит 35.8 млн. BTU. 
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Колебания реальных значений относительно этой средней арифметиче-

ской отражаются комплексной выборочной дисперсией: 

 ( )            .                                                                    (4.9.12) 

Сразу же по полученным значениям комплексной дисперсии можно 

сделать выводы об изучаемом ряде значений комплексной случайной пере-

менной. 

Прежде всего, действительная часть комплексной дисперсии положи-

тельна и относительно велика. Это свидетельствует о том, что дисперсия це-

ны нефти выше, чем дисперсия цены на газ. Если учесть, что цена нефти в 

табл. 4.1 измеряется сотнями, а цена газа - единицами, этот вывод понятен. 

Следовательно, для более тщательного анализа следовало бы привести эти 

две переменные к одному масштабу, например, по отношению к своим 

начальным значениям. 

Второй вывод, который можно сделать, изучая полученную комплекс-

ную дисперсию, состоит в том, что между действительной и мнимой частями 

существует тесная линейная взаимосвязь - ведь мнимая часть комплексной 

дисперсии по сравнению с её действительной частью мала и близка к нулю. 

Рассмотрим теперь оценку возможных значений комплексной случай-

ной величины (4.9.10). Для этого следует, опираясь на величину комплексной 

дисперсии, вычислить среднее квадратичное отклонение (СКО), которое бу-

дет являться комплексной величиной. Действительно, корень квадратный из 

комплексной выборочной дисперсии (4.9.12) даёт такое значение СКО: 

           .                                                                             (4.9.13) 

Мы не ставим перед собой задачу получения неких практических вы-

водов и рекомендаций, а рассматриваем этот пример в качестве аргумента в 

пользу использования комплексной дисперсии и её характеристик. Поэтому 

воспользуемся в данном случае t-статистикой Стьюдента для 0.8 процентной 

вероятности, которая равна 1.363: 

 ̅            ̅        .                                                      (4.9.14) 

Тогда фактические значения комплексной переменной могут находить-

ся с этой заданной вероятностью в пределах: 

(            )  (          )    (            )  (          ) 
или 

                          .                                           (4.9.15) 

Очевидно, что с увеличением числа наблюдений за этой комплексной 

переменной дисперсия будет уменьшаться, а доверительные границы - 

сужаться. Но это не является нашей задачей - пример показал, что комплекс-

ная дисперсия в эконометрике не только имеет право на существование, но и 

существенно обогащает инструментальную базу экономиста. 

Таким образом, можно сделать однозначный вывод - в эконометрике 

комплексных переменных все характеристики и меры колеблемости должны 

быть комплексными, и дисперсия - в первую очередь, а интервальная оценка 

выборочных значений должна осуществляться с использованием комплекс-

ной дисперсии. 
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4.10. Коэффициент сбалансированности в оценивании степени адек-

ватности эконометрических моделей 

 

Аппарат теории функций комплексной переменной (ТФКП) открывает 

перед экономистом возможность не только более точно описывать некоторые 

сложные социально-экономические процессы, но и решать такие задачи, ко-

торые в области действительных переменных являются очень громоздкими, 

либо не решаются вовсе.  

Во время моделирования различных процессов современные исследо-

ватели, так или иначе, сталкиваются с проблемой оценки адекватности полу-

ченной модели. Обычно для того, чтобы выяснить, насколько хорошо полу-

ченная модель описывает исходный ряд данных, вычисляются различные ко-

эффициенты, по которым уже делаются выводы о степени адекватности мо-

дели. Таким коэффициентом, дающим характеристику о соответствии моде-

лируемых процессов реальным, выступает средняя ошибка аппроксимации, 

которую рекомендуется вычислять по одной из формул8: 
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Здесь Afirst и Asecond – это значение средней ошибки аппроксимации, y  - 

среднее значение по исходному ряду данных, yt – фактическое значение на 

наблюдении t, ty  - расчётное значение на наблюдении t, n – количество 

наблюдений. 

В большинстве случаев эти коэффициенты дают хорошие результаты и 

их достаточно для оценки адекватности модели, хотя значения их, естествен-

но, отличаются друг от друга. Однако, как заметил И.С.Светуньков9, на прак-

тике существует ряд ситуаций, в которых ни одна из приведённых формул не 

даёт правильной информации о свойствах  построенных моделей, а вводит 

исследователя в заблуждение относительно точности модели. Это может 

случиться в двух ситуациях: 

1. Расчёт средней ошибки аппроксимации для ряда, среднее значение по 

которому близко к нулю; 

                                                 
8
 Эконометрика: Учебник / И.И.Елисеева, С.В. Курышева, Т.В. Костеева и др.; Под ред. И.И. Елисеевой. – 2-

е изд., перераб. и доп. – М.: Финансы и статистика, 2004. 
9
 Светуньков И.С. !!! 
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2. Расчёт средней ошибки аппроксимации для ряда данных, в котором 

имеются значения, близкие к нулю. 

Действительно, из формулы (4.10.1) следует, что в случаях, когда сред-

нее значение y  по ряду данных близко к нулю, значение ошибки аппрокси-

мации становится очень большим и перестаёт отражать реальные свойства 

модели, вне зависимости от того, насколько модель адекватна реальному 

процессу. С такими ситуациями исследователь будет встречаться, когда, 

например, осуществит центрирование исходного ряда относительно его 

средней арифметической. 

 В свою очередь, из формулы (4.10.2) видно, что, если в ряде данных 

имеются значения yt, близкие к нулю, то значение ошибки аппроксимации 

также становится чрезмерно завышенным, вне зависимости от адекватности 

построенной модели, поскольку некоторые ошибки представляют собой 

частное, где в знаменателе стоит величина, близкая нулю. Одновременно с 

этим, если значение ty  равно нулю (или близко к нулю), то, как видно из 

формулы (4.10.2), коэффициент перестаёт учитывать разницу между факти-

ческим и расчётным значениями, так как под знаком суммы получается еди-

ница. 

В подобных ситуациях оценить степень адекватности моделируемого 

ряда по формулам (4.10.1) и (4.10.2)  невозможно. Особенно остро эта про-

блема проявляется, когда исходный ряд данных содержит как отрицательные, 

так и положительные значения, а его необходимо привести к безразмерным 

величинам. Значения, полученные в результате такого приведения, будут как 

положительными, так и отрицательными, да ещё и близкими к нулю. Найти 

решение такой задачи в области действительных переменных сложно. 

И.С.Светуньков предложил рассмотреть фактические yt и расчётные ty  зна-

чения переменных не в виде самостоятельных рядов, а в виде ряда комплекс-

ных чисел: ttt yiyz  . 

Если нанести точки этого ряда на комплексную плоскость, то будет по-

лучена некоторая их совокупность, лежащая вокруг линии, выходящей из 

начала координат под углом 45
0
, причем - чем  ближе расчётные значения к 

фактическим, тем ближе точки ряда приближаются к этой линии.  

Другая картина получается, если эти точки изобразить на псевдоевкли-

довой плоскости, на которой по горизонтальной оси откладываются действи-

тельные числа, а по вертикальной – мнимые числа. На псевдоевклидовой 

плоскости длина вектора ttt yiyz   находится по формуле: 

  2222
ttttt yyyiyz   (4.10.3) 

Особенности представления комплексной переменной на псевдоевкли-

довой плоскости были рассмотрены в первой главе, поэтому напомним лишь, 

что евклидовой плоскости нулевую длину может иметь только нулевой век-

тор (с координатами (0;0)), а на псевдоевклидовой плоскости, как можно за-

метить из формулы (4.10.3) нулевую длину могут иметь и ненулевые векто-
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ры. Например, у комплексного числа 2+2i модуль на псевдоевклидовой 

плоскости будет: 

    
2 22 22 2 2 2 4 4 0R i       .  

Таких векторов, длина которых равна нулю, на плоскости будет мно-

жество, и все они будут удовлетворять условию: tt yy  . То есть, как след-

ствие, одному из двух условий: 

tt yy  ,                                                                                       (4.10.4) 

tt yy  .                                                                                     (4.10.5) 

Таким образом, вектора, координаты которых удовлетворяют условию 

(4.10.4) или (4.10.5), лежат на соответствующих прямых в псевдоевклидовой 

плоскости и имеют нулевые длины. Эти прямые называются изотропными10. 

На рис. 4.5 изотропные прямые показаны пунктирными линиями. Они делят 

плоскость на 4 сектора: 
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Как видно из (4.10.3), длина вектора на псевдоевклидовой плоскости 

также может быть: 

 действительным числом, если tt yy 
, 

 мнимым числом, если tt yy 
. 

 

 

 
Рис. 4.5. Представление комплексного числа на псевдоевклидовой плоскости. 

 

 

                                                 
10

 Сазанов А.А. Четырёхмерный мир Минковского. – М.: Наука. Гл. ред. физ.-мат. лит., 1988.. – С. 71. 

y 

y  

0 

1 

i 

-

1 
-i 

tt yiy   

yiy   

yiy   



151 

 

На плоскости все векторы с действительными длинами будут лежать 

либо в правом, либо в левом секторе, в то время как векторы с мнимыми 

длинами будут лежать либо в верхнем, либо в нижнем секторе. 

Для нас эти свойства интересны возможностью сопоставить фактиче-

ские значения с расчётными и получить информацию о том, насколько наша 

модель соответствует действительности: 

1. Если фактические данные по модулю больше расчётных, то есть 

tt yy 
, то модуль комплексного числа ttt yiyz   на псевдоевклидо-

вой плоскости будет действительным числом. 

2. Если фактические данные по модулю меньше расчётных, то есть 

tt yy 
, то модуль комплексного числа ttt yiyz   на псевдоевклидо-

вой плоскости будет мнимым числом. 

3. Если фактические и расчётные равны, то модуль комплексного числа 

ttt yiyz   равен нулю. 

Зная эти особенности изображений комплексных переменных на псев-

доевклидовой плоскости, можно воспользоваться этим для рассматриваемой 

задачи оценки адекватности  эконометрической модели. Для этого восполь-

зуемся соотношением между двумя модулями: на псевдоевклидовой плоско-

сти R2 и на евклидовой плоскости R1: 
221

ttt yyR 
,  

222
ttt yyR 

. 

Можно отметить, что: 

1. 
2
tR  может быть как мнимым, так и действительным числом, в то время 

как 
1
tR  может быть только действительным числом; 

2. 02 tR , если фактические значения по модулю равны расчётным; 

3. Всегда 01 tR , при этом 01 tR  только тогда, когда 0 tt yy ; 

4. В случае, когда фактические значения равны нулю, ttt yyR  21

, 

ttt yiyR  22

; 

5. В случае, когда расчётные значения равны нулю, ttt yyR  21

, 

ttt yyR  22

. 

Используя эти свойства, можно получить коэффициент сбалансирован-

ности ряда фактических данных ряду расчётных данных, предложенный 

И.С.Светуньковым: 
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                                              (4.10.6) 

Поскольку числитель формулы (4.10.6) содержит подкоренное выраже-

ние, которое может для некоторых t быть отрицательным, коэффициент B в 

общем случае будет комплексным числом. 

При этом возможны два крайних случая.  

Первый крайний случай, когда коэффициент сбалансированности явля-

ется действительным. Как видно из (4.10.6) это возможно для случая, если у 

модели имеются систематические отклонения, такие что tt yy 
.  Тогда 

подкоренное выражение числителя всегда положительно. 

Второй крайний случай, когда коэффициент сбалансированности будет 

мнимым.  Из (4.10.6) следует, что это может быть только в том случае, когда 

у модели имеются систематические отклонения от реальных данных другого 

свойства tt yy 
. 

В том случае, когда модель описывает фактический ряд данных так, 

что ошибка аппроксимации имеет как положительные, так и отрицательные 

значения, а размах их колебаний примерно одинаков, то мнимая часть ком-

плексного коэффициента сбалансированности будет равна его действитель-

ной части. 

Предложенный коэффициент сбалансированности обладает вполне по-

нятными свойствами. 

Прежде всего, как следует из (4.10.6), и числитель коэффициента, и его 

знаменатель всегда положительны. Следовательно, вещественная и мнимая 

части коэффициента сбалансированности всегда величины неотрицательные. 

Помимо этого очевидного свойства, у коэффициента сбалансированно-

сти есть и другие. В том случае, когда модель идеально описывает фактиче-

ские значения и ошибка аппроксимации равна нулю, то числитель коэффи-

циент сбалансированности будет равен нулю, а значит и сам коэффициент 

будет равен нулю. Если модель описывает реальный ряд значений с некото-

рой небольшой ошибкой аппроксимации, то числитель формулы (4.10.6) ко-

эффициента сбалансированности будет невелик, а после отнесения его к зна-

менателю, близок к нулю. Следовательно, близость к нулю действительной и 

мнимой частей этого коэффициента свидетельствует о высокой степени 

адекватности модели. 

В том случае, когда модель плохо описывает исходный ряд данных, 

числитель коэффициента будет далёк от нуля и по своему значению стремит-

ся к знаменателю, но больше него быть никогда не может. Таким образом, и 
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действительная, и мнимая часть коэффициента сбалансированности не будут 

превышать единицу. 

Итак,  если коэффициент сбалансированности имеет действительную и 

мнимую части, с близкими друг другу значениями, это означает, что у моде-

ли отсутствует смещение. Если при этом величины действительной и мнимой 

частей этого коэффициента близки к нулю, то это говорит о хорошей аппрок-

симации модели. 

Например, если в результате расчёта получился B=0,5+i0,1, то это зна-

чит, что фактические значения по модулю больше расчётных, модель смеще-

на, а так как действительная часть значительно больше нуля, то это означает, 

что модель ещё и плохо описывает исходный ряд данных. 

Рассмотрим, как можно использовать предложенный 

И.С.Светуньковым коэффициент на практике. В своё время нами была по-

строена производственная функция комплексных переменных для Диатомо-

вого комбината г. Инзы
11

, которая описывала зависимость валовой прибыли 

и издержек производства (комплексный производственный результат) от ка-

питала и труда (комплексные производственные ресурсы).  Тем самым моде-

лируется три показателя:  

- валовая прибыль, 

- издержки производства, 

- валовой выпуск. 

Поскольку данные о производстве на этом комбинате составляют ком-

мерческую тайну, то все исходные данные были приведены к безразмерным 

величинам и при необходимости приводятся в следующих главах моногра-

фии. Здесь нам эти данные не интересны. Работа комбината проходит в 

сложных условиях конкурентной борьбы, поэтому есть месяцы бесприбыль-

ной и даже убыточной работы. А это означает, что исходные данные в ре-

зультате приведения к безразмерным величинам находятся недалеко от нуля, 

принимая как положительные, так и отрицательные значения, иногда близкие 

к нулю. Безразмерные исходные данные по валовой прибыли и её расчетные 

значения, полученные с помощью нашей модели, приведены в табл. 4.6. 

 

 
Табл.4.6. 

Фактические и расчётные значения валовой прибыли Диатомового комбината 

 

t Прибыль 

факт. 

Прибыль мо-

делируемая 

1 0,012308 -0,049609 

2 -0,058620 -0,032465 

3 -0,165870 -0,038947 

4 -0,007310 -0,012894 

5 0,007612 -0,008581 

                                                 
11

 Светуньков С.Г., Светуньков И.С. Производственные функции комплексных переменных. – М.: Издатель-

ство ЛКИ, 2008. – 136 с 
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6 -0,000110 0,025115 

7 0,063887 0,010122 

8 0,023063 0,038876 

9 0,050557 0,037702 

10 0,026168 0,054776 

11 0,062789 0,074427 

12 0,140044 0,097013 

13 0,085624 0,114934 

14 0,123722 0,120919 

 

Теперь необходимо определить, насколько адекватно модель описыва-

ет реальную производственную ситуацию. 

По значениям таблицы судить об адекватности модели довольно слож-

но. Более наглядным является графическое представление. На рис. 4.6 приве-

дён график изменения во времени валовой прибыли (в относительных вели-

чинах) и расчётных значений этой прибыли. 
 

  
Рис. 4.6. Динамика прибыли Диатомового комбината. 

 

 

Рисунок демонстрирует, что в целом модель описывает общую тенден-

цию роста валовой прибыли, но необходимо ответить на вопрос: а на сколько 

адекватно модель это делает?  

Вначале рассчитаем ошибки аппроксимации (4.10.1) и (4.10.2) так, как 

это делается сегодня в эконометрии
12

. Получим соответственно: 

%7122,173firstA
, %0838,1678sec ondA , 

Как видно, ошибки аппроксимации получаются просто гигантскими, 

при этом, если firstA
 составляет более сотни процентов, то ondAsec  показывает 

ошибку более, чем в тысячу процентов! Формальный вывод однозначен - мо-

дель ни в коем случае использовать нельзя.  

                                                 
12

 Вычисления выполнены И.С.Светуньковым. 
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Однако, как легко убедиться, исходный ряд соответствует второму из 

случаев, когда эти коэффициенты дают искажённое представление - некото-

рые значения ряда близки к нулю, и именно деление на величину, близкую к 

нулю, искажает картину. 

Если вычислить коэффициент детерминации между расчётными значе-

ниями и фактическими, то картина представляется несколько иной - 

6309,02 R . Это означает, что модель неплохо описывает реальные значе-

ния, и уж совсем не так ужасно описывает их, как следует из значений сред-

них ошибок аппроксимации в процентах.  

Теперь вычислим коэффициент сбалансированности, предложенный 

И.С.Светуньковым (4.10.6). Он оказался равным   
iB 2452,03749,0  .  

Это означает, что модель не самым лучшим образом описывает исход-

ный ряд данных, поскольку действительная часть коэффициента сбалансиро-

ванности не близка к нулю, и мнимая часть, хотя и меньше действительной, 

но также не может рассматриваться как близкая к нулю. Но действительная 

часть комплексного коэффициента и мнимая его часть отличаются друг от 

друга незначительно – всего на 0,13.  То есть, смещение модели относитель-

но фактических величин есть, но оно не значительно. 

Величины действительной и мнимой части коэффициента сбалансиро-

ванности в определённой степени характеризуют и точность аппроксимации. 

Интересно, что коэффициент детерминации указывает на то, что 63% про-

центов изменений реальных значений моделируется моделью, а  37% значе-

ний осталось необъяснённой. При этом действительная часть коэффициента 

сбалансированности, оценённая в процентах, равна 37,5%.  Очевидно, что это 

– не простое совпадение. По величинам вещественной и мнимой части коэф-

фициента сбалансированности действительно можно считать – насколько 

модель хорошо описывает реальные значения. 

Если данные из табл. 4.6 представить в виде комплексных чисел и 

нанести их на псевдоевклидову плоскость, то получится своеобразный 

«портрет», который даёт исследователю дополнительную информацию о со-

ответствии модели реальным данным (рис. 4.7). Из рисунка видно, что от-

клонение расчётных данных от фактических в целом действительно пред-

ставляется сбалансированным, модель не смещена, а для части наблюдений 

дала неплохие результаты аппроксимации, но несколько точек очень сильно 

отклоняются от изотропной прямой tt yy  , что вызвано действием неучтён-

ных в модели факторов или краткосрочным действием некоторых случайных 

факторов. К тому же одна из точек в третьем квадранте псевдоевклидовой 

плоскости (для третьего наблюдения) значительно отдалена от изотропной 

линии, и именно эта точка и вносит существенную дисперсию в результаты 

моделирования. Возможно, что в этом наблюдении имеется грубая ошибка, 

полученная при сборе информации. 
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Итак, коэффициент сбалансированности свободен от указанных  недо-

статков средних абсолютных ошибок аппроксимации и даёт исследователю 

дополнительную информацию о степени адекватности эконометрической 

модели действительных переменных. 

Коэффициент сбалансированности И.С.Светунькова, применимый для 

оценки адекватности эконометрической модели действительных перемен-

ных, может быть использован применительно к комплекснозначным эконо-

метрическим моделям. 

Действительно, комплекснозначная эконометрическая модель может 

быть рассмотрена как система двух моделей действительных переменных – 

отдельное уравнение для действительной части, и отдельное – для мнимой. 

Тогда можно построить псевдоевклидову плоскость отдельно для веществен-

ной части модели и сравнить реальные значения с моделируемыми, и точно 

также построить псевдоевклидову плоскость для мнимой части комплексной 

переменной и мнимой составляющей комплекснозначной модели. 

 

 
 

Рис. 4.7. Фактические и расчётные данные на псевдоевклидовой плоскости 

 

Для оценки адекватности описания моделью действительной части бу-

дет рассчитываться коэффициент сбалансированности действительной части: 
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,                                                                                 (4.10.7) 

а для оценки адекватности описания мнимой части комплексной переменной, 

другой коэффициент сбалансированности мнимой части: 
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,                                                                                 (4.10.8) 

И тот, и другой коэффициент являются независимыми друг от друга и 

должны, поэтому рассматриваться изолированно, вне взаимосвязи. Иначе го-

воря, их нельзя складывать друг с другом и на их основе делать какие-то об-

щие выводы о комплекснозначной модели в целом. Следовательно, общее 

представление об адекватности комплекснозначной эконометрической моде-

ли складывается из представления о том, насколько адекватно описывается 

действительная часть, и насколько адекватно описывается мнимая часть.   


